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La distribuzione
quantistica di chiavi

“La scienza non è nient’altro che una perversione se non ha
come suo fine ultimo il miglioramento delle condizioni dell’u-
manità.”

Nikola Tesla
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Michele N. Notarnicola Dipartimento di Fisica “Aldo Pontremoli”, Università degli Studi di Milano

Stefano Olivares Dipartimento di Fisica “Aldo Pontremoli”, Università degli Studi di Milano

Tra le tecnologie che hanno beneficiato
delle proprietà quantistiche della na-
tura, particolare spazio è riservato al-

la comunicazione quantistica e alla cosiddet-
ta “distribuzione quantistica di chiavi”, che
sta tuttora avendo un notevole sviluppo an-
che a livello commerciale. In queste pagine
illustreremo gli aspetti fisici che stanno alla
base della distribuzione quantistica di chiavi
(Quantum Key Distribution, QKD) e illustre-
remo le principali applicazioni a variabili di-
screte e a variabili continue che utilizzano i
fotoni per codificare e condividere in modo
sicuro l’informazione.

La teoria che chiamiamo comunemente “Mec-
canica Quantistica” permette di descrivere con
grande accuratezza il mondo che ci circonda.
Questa teoria ha altresì alcuni aspetti peculia-
ri che non solo la rendono affascinante e, per
così dire, strana rispetto al senso comune, ma
che spianano la strada ad applicazioni tecnolo-
giche che vanno ben oltre quelle permesse dal-

la fisica classica, ovvero dalla meccanica, dalla
termodinamica e dall’elettromagnetismo.

Nel seguito introdurremo i concetti di sovrap-
posizione ed entanglement quantistici su cui si
fondano la comunicazione e la computazione
quantistica. Ma non solo, in quanto il loro studio
ha condotto allo sviluppo di tecnologie quantisti-
che, che sono l’oggetto della seconda rivoluzione
quantistica di cui siamo spettatori in questi anni.

Nelle prossime pagine illustreremo come que-
ste proprietà dei sistemi fisici possano permet-
tere di condividere informazioni in modo più
sicuro rispetto a quanto sia possibile fare con
mezzi classici.

Tra teoria e realtà
fenomenologica

La fisica è la scienza che studia i fenomeni
naturali e le leggi che li governano.
Partendo dall’osservazione del mondo che ci

circonda, vengono identificate alcune leggi (o
paradigmi) fondamentali grazie alle quali è pos-
sibile dare una descrizione scientifica di quanto
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accade nel mondo intorno a noi. Grazie a quelle
leggi è anche possibile prevedere nuovi fenome-
ni che devono essere verificati progettando ed
eseguendo esperimenti più omeno sofisticati per
validare omeno la teoria stessa. Questo permette
il progresso della scienza [1].
Da una parte troviamo teorie ormai assodate

che vengono ulteriormente perfezionate e com-
pletate (si pensi, ad esempio, alla meccanica clas-
sica di Newton e Galileo e quella relativistica di
Einstein). Dall’altra possono emergere indizi che
mostrano l’inadeguatezza delle teorie note, con-
ducendo alla nascita di nuove teorie, come nel
caso del lavoro di Max Planck che ha portato al
quanto d’azione e, infine, alla fisica quantistica
[2, 3, 4].
Così come la meccanica classica si fonda sul-

le leggi di Newton, la termodinamica sui suoi
tre principi (ma è possibile anche riformularla
in modo prettamente assiomatico [5, 6]) e l’e-
lettromagnetismo sulle equazioni di Maxwell,
anche la meccanica quantistica ha i suoi postula-
ti. C’è però una differenza sostanziale tra quella
che chiamiamo comunemente fisica classica e
quella quantistica, che anche i non esperti os-
servano quotidianamente senza a volte esserne
consapevoli.

Le leggi della fisica classica descrivono i feno-
meni con cui abbiamo a che fare ogni giorno: il
cadere di una foglia, il raffreddarsi di una tazza
di caffè o il ronzare di un motore elettrico. La de-
scrizione quantitativa dei fenomeni che abbiamo
menzionato può richiedere modelli matematici
molto complicati, ma il risultato finale non ci stu-
pirebbe in quanto la nostra esperienza li rende
comunque intuitivi.
Non è così per le previsioni della meccanica

quantistica che spesso si riferiscono al compor-
tamento di sistemi microscopici (ma non solo!)
che non sono direttamente accessibili alla nostra
esperienza sensoriale. Ed ecco che spesso si parla
di stranezze e misteri: niente di più fuorviante!
Tutto nasce dal voler inquadrare ostinatamen-
te nella nostra esperienza quotidiana fenomeni
naturali che non abbiamo mai sperimentato. Si
pensi all’esibizione di un bravissimo prestidigi-
tatore che ci lascia a bocca aperta davanti ad una
sua magia spettacolare: spesso il risultato va con-
tro il nostro senso comune, ed ecco che ci appare
magico. Tuttavia, una volta svelato il meccani-

smo a volte ingegnoso che sta dietro a quanto
abbiamo visto (e quindi percepito con i nostri
sensi), la nostra mente inquadra l’esibizione in
una serie di passaggi logici che rendono tutto
nuovamente intuitivo e, per così dire, naturale.

Possiamo affermare che qualcosa di simile val-
ga anche per la Meccanica Quantistica. Certa-
mente i suoi postulati ci permettono di descrive
in modo accurato il mondo microscopico, quello
a cui appartengono atomi, molecole e fotoni, i
quanti di luce; ma grazie a questi possiamo an-
che dare una descrizione accurata e quantitativa,
ad esempio, del perché il nostro cielo sia così
azzurro oppure utilizzare tecnologie altrimenti
inesistenti, come la risonanza magnetica nuclea-
re o il GPS, che si basa sulla estrema precisione
degli orologi atomici.
È possibile introdurre gli assiomi della Mec-

canica Quantistica partendo da alcune chiare si-
tuazioni sperimentali e qui ne consideriamo una
specifica e, passateci il termine, paradigmatica:
l’interferenza. Per un approfondimento divul-
gativo ma comunque sufficientemente rigoroso
sui postulati fondamentali della meccanica quan-
tistica con questo tipo di approccio si veda, ad
esempio, la Ref. [7].

Sovrapposizione e interferenza

Vi sarà capitato di osservare quello che accade
quando le onde su uno specchio d’acqua si so-
vrappongono: quando due creste passano con-
temporaneamente nello stesso punto si ha un
aumento dell’altezza complessiva, quando una
cresta incontra un ventre di un’altra onda, si ha
una diminuzione dell’altezza. Si parla di “interfe-
renza costruttiva e distruttiva”, rispettivamente.
Lo stesso fenomeno si ha quando si illuminano
con una sorgente LASER due fenditure praticate
su uno schermo: al di là dello schermo di os-
serva una figura di interferenza. In questo caso
l’elettromagnetismo ci spiega che ogni fenditura
genera dei fronti d’onda analoghi a quelli gene-
rati da un sasso gettato in uno stagno. Quando le
onde provenienti dalle due fenditure (o sorgenti)
si sovrappongono si ha, appunto, interferenza.
Se consideriamo un dato punto x al di là del-

le fenditure e indichiamo con E1(x) ed E2(x) i
campi elettrici in tale punto delle onde prove-
nienti dalle fenditure 1 e 2, l’intensità totale della
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luce in x è data da (per semplicità assumiamo
che i campi abbiano la stessa polarizzazione e
frequenza):

Itot(x) =
∣∣E1(x) + E2(x)

∣∣2, (1)

in quanto il campo in quel punto è fornito dalla
combinazione lineare Etot = E1 + E2. Ricor-
diamo che, in generale, il campo elettrico è rap-
presentato da un numero complesso, quindi se
poniamo E1(x) = A1 e

iϕ1(x) e E2 = A2 e
iϕ2(x),

otteniamo:

Itot(x) = A2
1 +A2

2

+ 2A1A2 cos
[
ϕ1(x)− ϕ2(x)

]
,

(2)

e l’ultimo termine è responsabile dell’interferen-
za osservata.
Così come accade per un fascio di luce, an-

che quando si inviano fasci di particelle materiali
(elettroni, atomi, fullereni,. . .) opportunamente
preparati si ottiene un risultato simile: interfe-
renza! I postulati della meccanica quantistica ci
dicono che per descrivere quanto accade dobbia-
mo associare una funzione d’onda complessa
ψ ad ogni particella che passa dallo schermo in
cui sono praticate le fenditure. Dal momento che
ci sono due fenditure, la funzione d’onda in un
dato punto x al di là dello schermo sarà (si veda
la referenza [7] per i dettagli):

ψ(x) ∝ ψ1(x) + ψ2(x), (3)

dove i pedici 1 e 2 si riferiscono alle due fenditure
come sopra.

Si nota l’analogia con quanto fatto per le onde
elettromagnetiche (la luce), analogia che svani-
sce nel momento in cui consideriamo il modu-
lo quadro di ψ(x). I postulati della Meccanica
Quantistica, infatti, affermano che la quantità:

p(x) ∝
∣∣ψ(x)∣∣2 (4)

corrisponde alla densità di probabilità di trova-
re nel punto x la particella che proviene dallo
schermo con le due fenditure [7]. Anche in que-
sto caso possiamo scrivere ψ1(x) = A1 e

iφ1(x) e
ψ2(x) = A2 e

iφ2(x) e ricaviamo:

p(x) ∝ A2
1 +A2

2

+ 2A1A2 cos
[
φ1(x)− φ2(x)

]
,

(5)

Il qubitIl qubitIl qubit

Un qubit, o bit quantistico, è un sistema
fisico che può esistere in due soli stati ben
distinti (ortogonali), che possiamo indi-
care con |0⟩ e |1⟩, mimando il bit classico
che è associato ai simboli “0” e “1”. Lo
stato generico di un qubit può essere scrit-
to come la sovrapposizione:

|ψ⟩ = cos

(
θ

2

)
|0⟩+ eiϕ sin

(
θ

2

)
|1⟩.

ed ecco ancora il termine di interferenza!
Quello che abbiamo visto all’opera, responsa-

bile dell’interferenza quantistica, è il cosiddet-
to “principio di sovrapposizione”, conseguenza
della linearità della teoria quantistica: una com-
binazione lineare di funzioni d’onda (opportu-
namente normalizzata) è ancora una legittima
funzione d’onda del sistema in questione [7].

Il qubit

Supponiamo di avere un sistema fisico che pos-
sa avere solo due configurazioni particolari, o
stati. Abbiamo diversi esempi in natura di un
tale sistema: una lampadina accesa o spenta, un
condensatore carico o scarico, oppure, passando
al mondo microscopico, un atomo in un livello
fondamentale o eccitato, un fotone polarizzato
orizzontalmente o verticalmente . . .
Per essere più generali possibili, indichiamo i

due stati utilizzando la ben nota codifica binaria
che si serve dei simboli “0” e “1” associati ad
un bit di informazione. Per passare alla descri-
zione quantistica, possiamo dire che al sistema
che si trovi nello stato “0” associamo la funzione
d’onda ψ0 e, analogamente, associamo la fun-
zione d’onda ψ1 a quello che si trova nello stato
“1”. Dal momento che abbiamo a che fare con
un sistema binario, è utile associare a ψ0 e ψ1

due vettori colonna bidimensionali ortogonali
che indicheremo con i simboli introdotti da Paul
M. Dirac:

|0⟩ =
(

1

0

)
e |1⟩ =

(
0

1

)
(6)
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detti ket, e i corrispondenti vettori riga:

⟨0| = (1, 0) e ⟨1| = (0, 1) , (7)

chiamati bra. In questo modo diventa possi-
bile rappresentare il prodotto interno riga per
colonna tra i vettori come segue:

⟨0|0⟩ = (1, 0) ·
(

1

0

)
= 1,

⟨1|1⟩ = (0, 1) ·
(

0

1

)
= 1,

⟨0|1⟩ = (1, 0) ·
(

0

1

)
= 0,

⟨1|0⟩ = (0, 1) ·
(

1

0

)
= 0,

(8)

Dati gli stati |0⟩ e |1⟩, la sovrapposizione:

|ψ⟩ = cos

(
θ

2

)
|0⟩+ eiϕ sin

(
θ

2

)
|1⟩ (9)

rappresenta il generico stato di quello che co-
munemente si chiama bit quantistico o qubit
(quantum bit). Osserviamo che lo stato |ψ⟩ è
normalizzato: ∣∣⟨ψ|ψ⟩∣∣2 = 1, (10)

mentre le quantità

P0 =
∣∣⟨0|ψ⟩∣∣2 = cos2

(
θ

2

)
, (11)

e
P1 =

∣∣⟨1|ψ⟩∣∣2 = sin2
(
θ

2

)
, (12)

che seguono della linearità del prodotto interno
e dalle (8), corrispondono alla probabilità che
misurando il qubit utilizzando la base {|0⟩, |1⟩}
si ottenga come risultato “0”, ovvero qubit nello
stato |0⟩, oppure “1”, qubit nello stato |1⟩.
Una sovrapposizione particolare è quella che

si ha quando i due simboli, |0⟩ e |1⟩, hanno la
stessa probabilità. In particolare, nel seguito ci
focalizzeremo sui due stati:

|±⟩ = |0⟩ ± |1⟩√
2

. (13)

Analogamente a quanto accade per i bit classi-
ci, i qubit permettono di codificare, trasmettere
ed elaborare informazione. Tuttavia, mentre con

n bit si può codificare una sola delle 2n successio-
ni di bit possibili, con lo stesso numero di qubit
diventa possibile creare una sovrapposizione di
tutte le 2n possibilità. Ad esempio, nel caso di 2
bit, possiamo codificare volta per volta una sola
delle coppie “00”, “01”, “10” e “11”, mentre con
2 qubit è possibile creare la sovrapposizione:

|Ψ⟩ = α00|0⟩|0⟩+ α01|0⟩|1⟩
+ α10|1⟩|0⟩+ α11|1⟩|1⟩

(14)

dove |α00|2+ |α01|2+ |α10|2+ |α11|2 = 1 e la scrit-
tura “|x⟩|y⟩” indica che il primo qubit si trova
nello stato |x⟩ e il secondo in |y⟩.
In particolare, gli stati di due qubit:

|Ψ(±)⟩ = |0⟩|1⟩ ± |1⟩|0⟩√
2

. (15)

e
|Φ(±)⟩ = |0⟩|0⟩ ± |1⟩|1⟩√

2
. (16)

sono chiamati “stati di Bell”, in onore di J. S. Bell
scopritore delle celebrate “disuguaglianze”, e so-
no stati entangled. In questo luogo non abbiamo
modo di approfondire il concetto di entanglement
e le sue implicazioni, vi rimandiamo perciò al-
la Ref. [7] per maggiori dettagli e per un’intro-
duzione alle disuguaglianze di Bell, che hanno
portato all’assegnazione dei premi Nobel per la
Fisica del 2022 [8].
Abbiamo ora tutti gli elementi per compren-

dere il funzionamento del principale protocollo
quantistico di distribuzione di chiavi, proposto
da Charles H. Bennett e Gilles Brassard nel 1984
e noto come “BB84” [9].

Il problema della distribuzione
quantistica di chiavi

L’importanza della privacy e della sicurezza delle
comunicazioni è cruciale in molti contesti, sia
privati, si pensi alla protezione dei dati sensibili
personali o alle transazioni online, sia pubblici,
come le comunicazioni governative e militari.
Per garantire che un messagio inviato tra due

parti, che chiameremo Alice e Bob, sia al sicuro
durante il suo trasferimento, si può ricorrere alla
tecnica della cifratura: questa consiste nel ma-
nipolare in modo opportuno il messaggio stes-

Ithaca: Viaggio nella Scienza XXII, 2023 • La distribuzione quantistica di chiavi 94



so per mezzo di una sequenza o stringa di dati
detta chiave. In questa maniera l’informazione
diventa incomprensibile a chiunque non posseg-
ga la chiave e solo chi la possiede può, appunto,
decifrare correttamente il messaggio. L’indecifra-
bilità del messaggio cifrato da parte di una spia,
che chiameremo Eve, è garantita da un teorema
matematico, noto come teorema di Vernam [10],
a patto che la chiave sia completamente casuale,
lunga quanto il messaggio stesso e utilizzata una
sola volta (il cosiddetto one-time pad, OTP) [11].
Il problema della crittografia diventa quindi

quello della distribuzione di chiave, ossia di far
sì che Alice e Bob condividano una stessa chiave
casuale sicura. Esistono vari protocolli classici
di scambio di chiave, i quali tipicamente sfrut-
tano la complessità computazionale di specifici
problemi matematici. Un esempio rilevante tra
questi è l’algoritmo RSA (dalle iniziali di Rivest,
Shamir e Adleman, che lo hanno introdotto nel
1977 [12]), la cui sicurezza si fonda sulla notevo-
le difficoltà nel fattorizzare in tempi brevi numeri
interi molto, molto grandi; difficoltà che si tradu-
ce in tempi estrememante lunghi se paragonati a
quelli di effettivo utilizzo della chiave stessa [12].
Tuttavia, pur non essendoci attualmente un algo-
ritmo efficiente per la fattorizzazione, non esiste
nemmeno una prova matematica definitiva che
escluda la possibilità di scoprirne uno in futuro.
Inoltre, il progresso della computazione quan-
tistica costituisce una minaccia crescente per la
sicurezza delle attuali tecnologie di crittografia.
I computer quantistici, infatti, potrebbero in futu-
ro comprometterne la robustezza grazie alla loro
potenziale capacità di risolvere specifici proble-
mi in tempi significativamente più brevi rispet-
to ai computer tradizionali sfruttando algoritmi
quantistici, quale quello per la fattorizzazione
proposto da Shor [13].

Se da una parte i principi della fisica quantisti-
ca rischiano di mettere in discussione i protocolli
di crittografia attualmente in uso, dall’altra costi-
tuiscono anche una preziosa risorsa per risolvere
in modo definitivo il problema dello scambio
di chiave. Sistemi che implementano distribu-
zione quantistica di chiavi (quantum key distribu-
tion, QKD) sono già sufficientemente maturi dal
punto di vista tecnologico da essere prodotti a
livello commerciale e applicati in diversi conte-
sti. Diversi protocolli di QKD sono stati disegna-

ti sfruttando sia sistemi a variabili discrete, i.e.
qubit, sia sistemi a variabili continue, come ad
esempio impulsi LASER. Nel seguito presentia-
mo i principali risultati per ciascuna delle due
piattaforme.

Sistemi a variabili discrete: il
protocollo BB84

Il primo protocollo per la QKD ad essere sta-
to introdotto, nonché ora il più diffuso a livello
commerciale, è il BB84 [9]. Per realizzarlo so-
no necessari due canali di comunicazione: uno
quantistico e uno classico. Attraverso il cana-
le quantistico vengono inviati singoli fotoni e il
grado di libertà fisico su cui viene tipicamente
codificata l’informazione è la loro polarizzazione.
Il canale classico, invece, deve essere autenticato
per garantire la corretta provenienza dei messag-
gi scambiati, ma questi sono trasmessi in chiaro,
quindi accessibili a chiunque possa intercettarli.

Utilizzando il formalismo introdotto nel para-
grafo precedente, indicheremo con |0⟩ e |1⟩ gli
stati con polarizzazione orizzontale e verticale, e
con |−⟩ e |+⟩ le loro combinazioni lineari definite
nella (13), che corrispondono fisicamente ai due
stati di polarizzazione a −45◦ e +45◦. Chiamere-
mo la base formata dai due stati {|0⟩, |1⟩} “base⊕” e quella degli stati {|−⟩, |+⟩} “base ⊗”. In
questa codifica, possiamo ad esempio associare
agli stati |0⟩ e |−⟩ il valore logico “0”, e agli stati
|1⟩ e |+⟩ il valore logico “1”.
Elemento chiave del protocollo è che gli stati

quantistici codificati in una base e misurati in
un’altra non forniscono alcuna informazione de-
terministica. Infatti, se per esempio Alice invia a
Bob lo stato |+⟩ e Bob lo misura sulla base ⊗, il
risultato ottenuto sarà sempre “1”; viceversa, se
Bob lo misura sulla base⊕ egli otterrà con ugua-
le probabilità pari a 1/2, i risultati “0” oppure
“1”, come si può ricavare facilmente ricordando le
(11) e (12) e adattandole al nostro caso. In altre
parole, se uno stato viene codificato in una base
specifica e successivamente misurato in nell’al-
tra base, il risultato della misura sarà totalmente
casuale e non consentirà di ottenere alcuna in-
formazione utile circa il segnale effettivamente
inviato.
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Il protocollo BB84Il protocollo BB84Il protocollo BB84

Nel protocollo BB84 Alice codifica su qubit una sequenza di bit casuali servendosi con il 50%
di probabilità due basi differenti (non ortogonali tra loro). Gli stati vengono quindi inviati a
Bob che li misura utilizzando di volta in volta una delle due basi scegliendole casualmente:
solamente gli stati misurati con la medesima base della codifica porteranno ad ottenere con
certezza il valore corretto del bit inviato da Alice. Per questo motivo, Alice e Bob comunicano
pubblicamente (su un canale pubblico autenticato) le basi di codifica e di misura, rispettiva-
mente, in modo da conservare solamente i bit in cui queste coincidono, scartando i rimanenti
(sifting). In assenza di una spia le sequenze di bit ottenute dalle due parti, le cosiddette sifted
key, coincidono. Nel momento in cui Eve interviene sul canale, intercettando gli stati inviati
da Alice prima che arrivino a Bob, introduce inevitabilmente un rumore, come previsto delle
leggi della Meccanica Quantistica. In particolare, tale rumore si manifesta introducendo degli
errori nelle sifted key, che possono essere rivelati confrontando direttamente una frazione delle
chiavi finali (si parla di fase di riconciliazione). Se la percentuale di errori, il QBER, è minore
di una determinata soglia è possibile ritenere lo scambio di chiavi sicuro: diventa possibile
distillare una chiave finale che Eve spia non sarebbe in alcun modo in grado di recuperare.

In questo modo, il protocollo BB84 si avvale
della natura intrinsecamente probabilistica della
meccanica quantistica per garantire la sicurezza
della comunicazione tra Alice e Bob.

Più nel dettaglio, nel protocollo BB84 lo scam-
bio di chiave è realizzato attraverso i seguenti
passaggi principali:

1. Alice genera casualmente una sequenza di
N bit. Per ogni bit, sceglie poi in maniera in-
dipendente e casuale una delle due basi⊕
o⊗, e invia a Bob un fotone codificando bit
grazie alla polarizzazione nella base scelta.
Se, per esempio, il bit fosse “1” e la base scel-
ta ⊗, il fotone inviato a Bob sarebbe nello
stato |+⟩. Essendo sia i bit che le basi scelte
in modo completamente casuale, la probabi-
lità di mandare ciascuno degli stati |0⟩, |1⟩,
|+⟩ e |−⟩ è la stessa. Ognuno di questi vie-
ne quindi inviato approssimativamenteN/4
volte.

2. Per ogni fotone (bit) inviato da Alice, Bob
sceglie in modo casuale una delle due basi
su cui effettuare la sua misura: un sempli-
ce conto mostra che, statisticamente, i due
utilizzeranno la stessa base circa N/2 volte.
Nel caso ideale di un canale di comunica-
zione non rumoroso, ossia tale per cui lo
stato che giunge a Bob è esattamente lo stes-
so inviato da Alice, tutte le misure effettuate

da Bob sulla stessa base utilizzata da Alice
per codificare l’informazione daranno come
risultato il valore del bit scelto originaria-
mente da Alice. Al contrario, nelle misure
in cui le basi scelte dai due sono diverse, i
bit di Alice e di Bob saranno completamente
scorrelati.

3. Il passo successivo consiste nell’eliminare i
bit scorrelati. Al termine della trasmissione
sul canale quantistico, Alice e Bob utilizzano
il canale classico autenticato per dichiarare
la base scelta per codificare e misurare cia-
scun fotone (ma non il valore codificato e
misurato!). Quindi, conservano solamente i
bit che sono stati codificati e misurati nella
stessa base, scartando gli altri. Questo pro-
cesso è chiamato sifting (“setacciamento”)
e bit rimanenti costituiscono la cosiddetta
sifted key, che sarà quindi lunga circa N/2
bit.

4. Infine, una parte statisticamente significati-
va della sifted key viene rivelata pubblica-
mente sul canale classico — e quindi suc-
cessivamente scartata — per valutare la per-
centuale di eventuali errori presenti nella
sequenza finale di bit (quantum bit error rate,
QBER). Comevedremo fra poco, dalQBER è
possibile rilevare la presenza di una possibi-
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bit 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1
base 

codifica

stato 
inviato

base 
misura

risultato 
misura 1 0 1 1 0 0 1 1 0 1

chiave finale 
(sifted key) 1 0 0 1 0

⨂ ⨁

|0⟩|1⟩ |−⟩
⨁ ⨁⨁⨁⨂ ⨂ ⨂ ⨂

|+⟩ |+⟩|0⟩|+⟩ |1⟩|0⟩|−⟩

⨁ ⨁ ⨁ ⨁ ⨁ ⨁⨂ ⨂ ⨂ ⨂

B
O

B
A

LI
C

E
Figura 1: Esempio di attuazio-
ne del protocollo BB84 nel caso
ideale di un canale senza rumore.
Quando la base di codifica e quel-
la di misura coincidono, il bit otte-
nuto da Bob ha lo stesso valore di
quello spedito da Alice (colonne
evidenziate in giallo): condivido-
no la stessa chiave. Si veda il testo
per i dettagli.

bit 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1
base 

codifica

stato 
inviato

base 
misura

risultato 
misura 1 1 0 1 0 0 0 0 0 1
stato 

inviato

base 
misura

risultato 
misura 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0

chiave finale 
(sifted key) 1 1 0 0 0

⨂ ⨁

|0⟩|1⟩ |−⟩
⨁ ⨁⨁⨁⨂ ⨂ ⨂ ⨂

|+⟩ |+⟩|0⟩|+⟩ |1⟩|0⟩|−⟩

⨁ ⨁ ⨁ ⨁ ⨁ ⨁⨂ ⨂ ⨂ ⨂

B
O

B
A

LI
C

E
EV

E

⨁ ⨁ ⨂ ⨂ ⨂ ⨂⨁ ⨁⨁ ⨁

|1⟩ |1⟩ |1⟩|+⟩|−⟩ |−⟩|0⟩ |0⟩ |0⟩|+⟩

Figura 2: Esempio di attuazione
del protocollo BB84 identica alla
figura 1, ma con una spia nel cana-
le che effettua un attacco di tipo
intercept-resend. Ora può accade-
re che pur avendo la stessa base di
codifica e di misura, il bit spedito
da Alice non coincida con quello
misurato da Bob, indice, questo,
della presenza di una spia, Eve,
che ha intercettato il segnale di
Alice prima che giungesse a Bob
misurandolo con la base sbaglia-
ta (celle della tabella evidenzia-
te in rosso). Si veda il testo per i
dettagli.

le spia nel canale e, di conseguenza, abortire
la comunicazione se necessario.

Al termine del protocollo, se questo va a buon
fine, Alice e Bob condividono una chiave casuale
segreta di lunghezza approssimativamente N/2
bit, a cui vanno però tolti i bit resi noti sul canale
classico per il calcolo del QBER. Questa chiave
può essere utilizzata per crittografare unmessag-
gio della stessa lunghezza utilizzando la tecnica
del one-time pad, come precedentemente men-
zionato. Dopodiché, il messaggio può essere
trasmesso attraverso un canale pubblico senza
alcun rischio che l’informazione contenuta possa
essere decifrata da terzi.
Nella Figura 1 è riportato un esempio di im-

plementazione del BB84 su N = 10 bit, nel caso
di un canale quantistico non rumoroso sul quale,
cioè, non si sia introdotta nessuna spia. Nella
figura abbiamo evidenziato in giallo le colonne
in cui la base scelta da Alice per la codifica corri-
sponde a quella scelta da Bob per la sua misura.
Si nota come i bit della chiave finale, la sifted key,

siano perfettamente correlati a quelli inviati da
Alice.

Passiamo ora a vedere come si comporta il pro-
tocollo BB84 in presenza di una spia. Questa
situazione è rappresentata nella Figura 2, dove
la spia, Eve, si è intromessa nel canale quanti-
srico, attuando una tecnica nota come intercept-
resend: Eve intercetta il fotone mandato da Alice,
lo misura e rispedisce un nuovo fotone a Bob co-
dificando l’informazione che ha acquisito. Non
conoscendo la base utilizzata da Alice per co-
dificare ciascun bit (la dichiarazione delle basi
avviene, infatti, solo alla fine del flusso di stati
sul canale quantistico), Eve non può fare altro
che scegliere la base di misura in modo casuale.
In seguito invia a Bob lo stato corrispondente
al risultato misurato codificandolo con la stessa
base di cui si è servita per la sua misura.

Per valutare il QBER dovuto in questo caso alla
presenza della spia, dobbiamo contare il nume-
ro di bit errati nella sifted key. Le basi scelte da
Alice e Bob quindi sono da considerarsi sempre
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uguali per tutti i bit, dal momento che le misure
in cui questo non è vero sono comunque scartate.
Nel 50% dei casi, la base scelta da Eve sarà la stes-
sa utilizzata da Alice e Bob (si vedano le colonne
gialle della Figura 2): gli stati inviati da Eve a Bob
saranno quindi identici a quelli originariamente
prodotti da Alice, senza che alcun errore venga
introdotto (si vedano le colonne gialle della Fi-
gura 2). Nel restante 50% dei casi, in cui invece
la base scelta da Eve non coincide con quella uti-
lizzata da Alice e Bob (le celle rosse nella tabella
della Figura 2), le misure di quest’ultimo risul-
teranno completamente casuali e, quindi, fedeli
ai bit originari di Alice solamente la metà del-
le volte. Nella Figura 2 abbiamo evidenziato in
arancione con un bordo rosso i bit della sifted key
che differiscono da quelli inviati da Alice (per
maggior chiarezza si paragonino anche le chiavi
finali riportate nelle figure 1 e 2 in assenza e in
presenza della spia, rispettivamente).

In un attacco di tipo intercept-resend, quindi,
viene introdotto un QBER del 25%: ciò signi-
fica che, durante la procedura di riconciliazio-
ne, Alice e Bob scopriranno che circa il 25% dei
bit della sifted key non coincide e, di conseguen-
za, interromperanno immediatamente la trasmis-
sione, in quanto questa discrepanza manifesta
chiaramente la presenza di una spia.

Se il rumore introdotto da un canale reale rima-
ne al di sotto del 25%, allora è possibile considera-
re lo scambio di chiave come intrinsecamente si-
curo rispetto a un attacco di tipo intercept-resend.
La soglia sul QBER può essere innalzata al 27.6%
[14] modificando opportunamente il protocol-
lo iniziale e applicando metodi di information
reconciliation e privacy amplification [15].

In linea di principio, Eve potrebbe lanciare an-
che attacchi più sofisticati, ottenendo un QBER
inferiore. In tal modo, si dimostra che il protocol-
lo BB84 è sicuro contro qualsiasi tipo di attacco
fisicamente realizzabile a condizione che il rumo-
re del canale sia inferiore all’11% [16]. Questo
significa che, indipendentemente dalla partico-
lare strategia adottata da Eve, la sicurezza del
protocollo è garantita purché la qualità del ca-
nale (il livello di rumore) soddisfi quest’ultima
condizione.
In vista di una realizzazione pratica, è bene

sottolineare che il BB84 orginale qui descritto
richiede che Alice generi un singolo fotone per

ogni bit inviato. Tuttavia, la construzione di sor-
genti a singolo fotone è un problema non banale.
Con le attuali tecnologie, infatti, una delle tecni-
che più efficienti utilizzate per generare singoli
fotoni richiede processi di ottica non lineare e
misure condizionate, capaci di generare i foto-
ni solamente in maniera probabilistica [17]. Per
questa ragione, nelle realizzazioni sperimentali
di BB84 vengono impiegati impulsi LASER atte-
nuati, la cui energia media è dell’ordine di un
fotone. Tale scelta non è priva di conseguenze.
Infatti, come verrà discusso nelle sezioni succes-
sive, lo stato quantistico che descrive un impulso
LASER, detto stato coerente, è una sovrapposi-
zione quantistica di stati con diverso numero di
fotoni. Dunque, con tale codifica, esiste sempre
una probabilità non nulla di avere più di un fo-
tone per impulso, con potenziali conseguenze
sulla sicurezza del protocollo, in quanto la spia
potrebbe sottrarne solo uno senza farsi scoprire
[18, 19]. Per superare tali limitazioni e ripristi-
nare la sicurezza intrinseca, diverse varianti di
BB84 sono state proposte, tra cui la principale
richiede l’utilizzo dei cosiddetti stati decoy, che
significa “esca” [20, 21, 22].

La prima implementazione di decoy BB84, uti-
lizzando un singolo stato decoy, è stata ottenuta
nel 2006, modificando un sistema di QKD com-
merciale con una distanza di trasmissione di 15
km [23]. In seguito, nel 2007 tre gruppi speri-
mentali diversi hanno realizzato BB84 con due
stati decoy, raggiungendo distanze di trasmissio-
ne pari a 102 km [24] e 107 km [25] in fibra ottica,
e 144 km [26] in spazio aperto.
I sempre più avanzati progressi nel campo

hanno portato nel 2018 a raggiungere la distan-
za di 421 km: un risultato ottenuto dal grup-
po di H. Zbinden realizzando BB84 con un solo
stato decoy attraverso una fibra ottica a perdite
ultrabasse [27].

Introduzione ai sistemi a variabili
continue

Storicamente i primi protocolli di QKD hanno ri-
guardato sistemi a variabili discrete (discrete va-
ribles, DV), in cui l’informazione viene codificata
su un insieme discreto di simboli, ad esempio un
qubit. D’altra parte, l’implementazione su larga
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Nel protocollo GG02 Alice invia a Bob
una serie di stati coerenti con i valorimedi
delle quadrature generati campionando
una distribuzione Gaussiana. Bob effet-
tua una misura di quadratura, scegliendo
con uguale probabilità semisurare l’osser-
vabile q oppure p. A seguito della misura,
Alice e Bob condividono un’informazio-
ne mutua I(A : B).
Dopo lo scambio dei segnali, avviene la
fase riconciliazione, che richiede che Ali-
ce e Bob si scambino una parte dei loro
dati su un canale classico pubblico. Tipi-
camente si effettua la riconciliazione in-
versa, in cui è Bob a rivelare i suoi dati
ad Alice. D’altro canto, anche Eve è in
grado di estrarre un’informazione mutua
non nulla a seguito di tale riconciliazione,
pari a I(B : E).
Il KGR risulta, dunque, uguale alla diffe-
renza delle due informazioni mutue:

K = I(A : B)− I(B : E) ,

espressa in numero di bit per impulso.
In un protocollo realistico, tale quantità
deve essere moltiplicata per la larghezza
di banda, ovvero il numero di simboli al
secondo generati da Alice, il cui valore
tipico è dell’ordine del MHz.

scala di BB84 e di altri schemi più avanzati di DV-
QKD risulta non banale per una duplice ragione.
Come ricordato in precedenza, il principale osta-
colo è rappresentato dalla generazione di singoli
fotoni, sulla cui polarizzazione codificare i bit
“0" e “1". In secondo luogo, le tecnologie richie-
ste dalla DV-QKD non sono compatibili con i
sistemi di comunicazione in fibra ottica impie-
gati attualmente nelle comunicazioni classiche,
basati invece sullo scambio di impulsi LASER
tra trasmettitore e ricevitore e su misure omodi-
ne o eterodine in grado di misurarne il campo
elettrico [28]. Per queste ragioni, in tempi più
recenti l’interesse è stato rivolto a sistemi a va-
riabili continue (continuous variables, CV) che
codificano l’informazione su un parametro con-
tinuo, come, per esempio, l’ampiezza o la fase

di un segnale elettromagnetico. L’esempio para-
digmatico di un sistema CV è rappresentato, per
l’appunto, da un campo ottico, ossia un campo
elettromagnetico monocromatico oscillante pro-
dotto localmente da una sorgente (ad esempio
un generatore di segnali) e in propagazione nel-
lo spazio libero. In questo scenario, gli impulsi
LASER tipicamente impiegati nelle comunicazio-
ni sono descritti dai cosiddetti stati “coerenti”,
indicati con |α⟩, caratterizzati da un’ampiezza
complessaα ∈ C proporzionale all’ampiezzame-
dia del campo elettrico. Osserviamo che anche
in questo caso siamo in presenza di una sovrap-
posizione quantistica: lo stato coerente è, infatti,
una sovrapposizione di infiniti stati |n⟩, detti sta-
ti di Fock, contenenti ciascuno un numero n ∈ N
di fotoni e con una ben determinata relazione di
fase:

|α⟩ = e−|α|2/2
∞∑
n=0

αn

√
n!

|n⟩. (17)

A proposito di campo elettrico, è bene ricorda-
re un risultato fondamentale, valido anche nella
teoria classica della radiazione. Per ricostruire il
valore del campo elettricoE(x) in un punto dello
spazio x è necessario misurare due osservabili
fisiche distinte, dette “quadrature”, tradizional-
mente identificate dai simboli q e p. Il campo
elettrico di una qualunque sorgente risulta in-
fatti essere proporzionale ad una combinazione
lineare delle sue quadrature [29, 30]:

E(x) ∝ q cos

(
2πx

λ

)
+ p sin

(
2πx

λ

)
(18)

dove λ è la lunghezza d’onda della radiazione.
Tuttavia, a differenza del caso classico, per un

campo ottico in regime quantistico descritto dal-
lo stato coerente |α⟩ non è possibile conoscere il
valore delle due quadrature con precisione arbi-
traria. Si tratta di una conseguenza delle relazio-
ni di indeterminazione di Heisenberg. Nel caso
specifico, a causa delle proprietà quantistiche de-
gli stati coerenti [29], misurando le osservabili q
e p si registrano valori che fluttuano secondo una
distribuzione Gaussiana. Le probabilità P (q) e
P (p) di misurare i valori q e p, rispettivamente,
risultano quindi pari a [29, 30]:

P (q) = Nσ0

(
q;ℜe(α)

)
,

P (p) = Nσ0

(
p;ℑm(α)

)
.

(19)
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Figura 3: Schema del protocol-
lo GG02. Alice invia a Bob una
sequenza di stati coerenti genera-
ti secondo una distirbuzione nor-
male. I segnali viaggiano lungo il
canale quantistico dove vengono
attenuati e acquistano un rumore
aggiunto ϵ > 0. Bob misura una
delle due quadrature q o p del se-
gnale ricevuto, estraendo l’infor-
mazione mutua I(A : B). Il pro-
tocollo è sicuro se tale informazio-
nemutua èmaggiore di quella po-
tenzialmente estratta da una spia,
Eve.

dove:

Nσ0(z;µ) =

exp

{
−(z − 2σ0 µ)

2

2σ20

}
√
2πσ20

. (20)

Si osserva innanzitutto che il valor medio delle
quadrature per uno stato coerente risulta pro-
porzionale alla sua ampiezza: ⟨q⟩ ∝ ℜe(α) e
⟨p⟩ ∝ ℑm(α). Inoltre le distribuzioni di probabi-
lità (19) hanno una varianza non nulla σ20 > 0,
conseguenza diretta della quantizzazione del
campo e che va sotto il nome di rumore di vuoto.
Si noti, infatti, che anche il campo elettrico nel-
lo stato di vuoto, corrispondente al caso α = 0,
mostra delle fluttuazioni non nulle nelle due qua-
drature, che ora hanno entrambe valore medio
pari a 0.

A differenza dei sistemi DV, una codifica di
questo tipo basata sull’ampiezza (e la fase) del
campo risulta compatibile con le tecniche comu-
nemente usate per le comunicazioni classiche,
rivelandosi di interesse per un’estensione degli
attuali sistemi di comunicazione ottica in regime
quantistico.

La presenza del rumore di vuoto rende due
segnali coerenti distinti |α⟩ e |β⟩ aventi ampiezze
sufficientemente vicine, cioè |α − β| ∼ σ0, indi-
stingubili dalla sola misura di una quadratura.
Questa proprietà torna estremamente utile per
la crittografia. Infatti, codificando dei simboli su
stati coerenti è possibile trasmettere dell’infor-
mazione sicura tra un ricevitore e un trasmetti-
tore, in modo che un’eventuale terza parte non
sia in grado di intromettersi e inferire il partico-

lare simbolo generato dalla sorgente. È questo
il principio base dei protocolli di distribuzione
quantistica di chiave a variabili continue (CV-
QKD), il cui esempio paradigmatico è costituito
dal protocollo proposto da Fréderic Grosshans
e Philippe Grangier nel 2002 e noto come GG02
[31].

Il protocollo GG02

Lo schema del protocollo GG02 è riportato in
Figura 3. Il trasmettitore, Alice, estrae una cop-
pia (xA, yA) di numeri casuali reali campionando
una distribuzione Gaussiana NΣ(z; 0). Quindi
genera un impulso LASER, i.e. uno stato coeren-
te |αA⟩, con ampiezza αA = xA+ iyA e lo invia al
ricevitore, Bob, attraverso un canale quantistico
[31].
Con il termine “canale” ci si riferisce al sup-

porto fisico, tipicamente rumoroso, che connette
Alice e Bob e nel quale propagano i segnali ge-
nerati. In contesti pratici, il canale quantistico
descrive sistemi fisici differenti a seconda della
piattaforma utilizzata. Lo scenario tipico è rap-
presentato dalle comunicazioni in fibra, in cui il
canale descrive la fibra ottica che connette Alice e
Bob, caratterizzata da un tasso di perdita κ dovu-
to alla propagazione del segnale nel dielettrico di
cui è composta la fibra e da un rumore aggiunto
ϵ > 0 causato dalle imperfezioni del generatore
di segnali impiegato da Alice [32].

Possono comunque presentarsi situazioni più
complesse. Ad esempio, nelle comunicazioni in
spazio aperto o sottomarine, il canale descrive il
mezzo stesso di propagazione, rispettivamente

Ithaca: Viaggio nella Scienza XXII, 2023 • La distribuzione quantistica di chiavi 100



aria o acqua, e, oltre alle perdite, modella anche
i fenomeni di assorbimento e dispersione che
possono verificarsi in questi ambienti.

Qualunque sia il supporto fisico modellizzato,
il canale introduce delle distorsioni dello stato
coerente in ingresso e, per questa ragione, vie-
ne considerato non fidato, assumendo che tali
distorsioni siano opera di una spia, Eve, interes-
sata ad estrarre in tutto o in parte la chiave sicura
generata Alice e Bob (si veda la Figura 3). Nel
caso di comunicazioni in fibra, ad esempio, si
suppone che Eve intercetti la frazione di segnali
persa durante la propagazione, e che sia lei stessa
a generare il rumore aggiunto ϵ > 0 osservato
sugli impulsi coerenti in uscita [32].
Una volta ricevuti i segnali uscenti dal cana-

le, il ricevitore, Bob, effettua una misura di una
delle due quadrature del corrispondente campo
elettrico, scegliendo casualmente l’osservabile
q o p con uguale probabilità. Il risultato della
misura è un numero reale zB distribuito secon-
do le Eq. (19) con q = xA e p = yA ma con
una varianza σ2ϵ maggiore del rumore del vuoto,
σ2ϵ > σ20 . Il valore di zB risulta, dunque, corre-
lato alla coppia di simboli in ingresso (xA, yA).
Attraverso un processo di post-processing detto
“riconciliazione”, Bob è in grado di estrarre una
parte dell’informazione codificata da Alice nel-
la fase di preparazione del protocollo. Questa
quantità, vale a dire la quantità di informazione
che Alice e Bob riescono a condividere dopo la
misura, prende il nome di “informazione mutua”
I(A : B).
Considerazioni analoghe valgono anche per

l’azione di Eve, la quale attacca il canale, rac-
cogliendone le perdite e nascondendosi dietro
il rumore aggiunto, ed è, dunque, in grado di
estrarre un’informazione mutua I(B : E) non
nulla tramite una misura opportuna.
Pertanto, si conclude che il protocollo è sicu-

ro fintanto che l’informazione mutua estratta da
Eve sia inferiore all’informazione mutua scam-
biata tra Alice e Bob. In tal caso, a seguito del
processo di riconciliazione, Alice e Bob posso-
no applicare una serie di tecniche numeriche di
privacy amplification volte ad estrarre una chiave
casuale sicura a partire dalle rispettive liste di
dati (xA, yA) e zB .
La differenza tra le due informazioni mutue

definisce il tasso di generazione della chiave

(key generation rate, KGR), che rappresenta la lun-
ghezza della chiave estratta, ossia il numero di
bit sicuri generati per unità di tempo.
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Figura 4: KGR in funzione della distanza di trasmis-
sione in km per diversi valori del rumore
aggiunto ϵ. La presenza del rumore ag-
giunto introduce una distanza massima
di trasmissione oltre la quale non è più
possibile distillare una chiave sicura.

Nella Figura 4 è riportato il valore del KGR
(in presenza di reverse reconciliation) in funzio-
ne della distanza di trasmissione espressa in km
per alcuni valori realistici dei parametri. Il tas-
so di perdita delle comuni fibre ottiche è pari
a κ = 0.2 dB/km, mentre il rumore aggiunto è
tipicamente compreso tra 0.01σ20 < ϵ < 0.05σ20 .
Come si osserva, solamente in assenza di rumore
aggiunto (ϵ = 0) è possibile effettuare comuni-
cazione sicura a distanze arbitrariamente grandi,
mentre per ϵ > 0 esiste una distanza massima di
trasmissione oltre la quale il KGR diventa nullo.
Le potenzialità mostrate dalla CV-QKD sono

state anche verificate sperimentalmente. Sino ad
oggi, diverse realizzazioni di GG02 sono state
testate in laboratorio, analizzando il livello di
sicurezza sotto diversi paradigmi. I primi esperi-
menti proof-of-principle risalgono al 2003, in cui è
stata impiegata luce visibile a 780 nm e la presen-
za del canale è stata simultata attraverso un beam
splitter di transmissività variabile [33]. Tuttavia,
le tecniche impiegate in questo lavoro e nei suoi
successivi sviluppi [34, 35, 36], pur costituendo
una prima dimostrazione pratica, risultano ina-
datte per un’applicazione in fibra ottica a causa
della radiazione utilizzata (incompatibile con le
lunghezze d’onda infrarosse impiegate per la co-
municazione in fibra, che comunemente sono in
tre finestre attorno a 850 nm, a 1300 nm oppure
a 1550 nm, lunghezze d’onda telecom) e la scarsa
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efficienza dei componenti del setup e dei codici
di riconciliazione.

La prima vera CV-QKD a lunghezze d’onda te-
lecom è stata ottenuta solo nel 2007 dal gruppo di
Jérôme Lodewyck [37], riuscendo a raggiungere
distanze di trasmissione superiori a 25 km. A
partire da quella data, nel 2013 e 2016 sono state
raggiunte le distanze di 80 km [38] e 100 km [39],
rispettivamente. Infine, attraverso l’utilizzo di
fibre ottiche a perdite ultrabasse, nel 2020 è stato
possibile distillare una chiave sicura a distanze
superiori ai 200 km [40]. Parallelamente al ten-
tativo di raggiungere distanze di trasmissione
sempre maggiori, le più recenti innovazioni nel
campo delle lunghezze telecom hanno fatto sì che
si potesse anche incrementare il KGR a più basse
distanze, riuscendo a estrarre un maggior nume-
ro di bit sicuri al secondo. Sui 25 km si è passati
dai 2 kbps (kilobit al secondo) dello schema di
Lodewyck [37] a 1 Mbps (megabit al secondo)
[41], mentre sui 50 km sono stati ottenuti KGR
pari a 7.57 kbps [42] e 52 kbps [43].

Conclusione

Da un lato, la descrizione della natura data dalla
Meccanica Quantistica ha permesso di compren-
dere i suoi meccanismi in maniera più profonda,
meccanismi altrimenti elusivi in quanto spesso
molto lontani dalla nostra intuizione e dal senso
comune. D’altro canto, lo studio approfondito
di questa teoria ha aperto la strada a progres-
si tecnologici irraggiungibili e inimmaginabili
nell’ambito della sola fisica classica. A tal riguar-
do ci piace ricordare la risonanza magnetica nu-
cleare, potente tecnica diagnostica conmolteplici
sfaccettature, gli orologi atomici che scandiscono
il nostro tempo ma, soprattutto, sono fondamen-
tali per il funzionamento del sitema GPS, ma
anche tutta la tecnologia basata sul silicio e sui
semiconduttori.

In queste pagine vi abbiamomostrato, seppure
in modo semplificato, come la fisica quantistica
permetta di dare un contributo rilevante anche
alla trasmissione sicura di informazione, foca-
lizzandoci sul problema della distribuzione di
chiavi quantistica. Si tratta di un esempio in cui
gli sforzi teorici e sperimentali hanno permesso
di trasformare le previsioni quantistiche in siste-

mi funzionanti e ormai integrati in alcuni scenari
della nostra società fino al livello commerciale.

Un esempio tra tanti della “seconda rivoluzio-
ne quantistica” che stiamo vedendo e vivendo
in questi anni e che, si spera, possa concorre-
re a migliorare le condizioni dell’umanità come
affermava Nikola Tesla.
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La seconda rivoluzione
quantistica: il computer
quantistico e la
crittografia.
Taira Giordani, Alessia Suprano, Fabio Sciarrino

Dipartimento di Fisica, Sapienza Università, Roma

Introduzione

La meccanica quantistica, ovvero quell’insieme
di straordinarie intuizioni che furono e sono con-
siderate come una vera e propria rivoluzione, è
ormai una teoria affermatasi quasi un secolo fa.
Eppure, se ci si sofferma su questo ultimo detta-
glio, risulta ancora più sorprendente constatare
quanto, rispetto ad altre teorie del passato, essa
sia percepita anche a distanza di tanti anni come
un qualcosa di nuovo, o di non completamente
assimilato, e quindi di difficile comunicazione
ad un pubblico non tecnico.

Ancora più sorprendente potrà sembrare il do-
ver parlare di quella che viene definita come la
seconda rivoluzione quantistica, ovvero la sto-
ria più recente delle applicazioni della teoria che
riguardano più da vicino le tecnologie dell’infor-
mazione. Ogni rivoluzione, infatti, è figlia dei
suoi tempi e non è un caso che questa seconda
tappa sia nata non troppo successivamente, se
non contemporaneamente, all’affermazione dei
primi calcolatori, ai quali da qui in avanti ci ri-

feriremo come computer classici. Infatti, perché
non utilizzare proprio un sistema controllato da
effetti genuinamente quantistici, ovvero su scale
e condizioni fisiche tali da rendere questi effet-
ti evidenti e misurabili, per poter investigare la
natura, o tradotto, per poter ampliare la capacità
di elaborazione di un computer? Questo fu il
primo quesito, attribuito a Richard Feynman, da
cui si partì per formalizzare una teoria dell’in-
formazione che tenesse conto dei principi della
meccanica quantistica.

In analogia con l’informatica, si definisce un’u-
nità fondamentale, il qubit, un sistema costituito
da due stati logici 0,1, mutualmente esclusivi. Il
qubit descrive però un sistema quantistico per
il quale saranno validi sia il principio di sovrap-
posizione, per cui saranno possibili stati in so-
vrapposizione dei due livelli logici come stati in
sovrapposizione di più qubit, quanto il princi-
pio del collasso dello stato durante il processo di
misura, ovvero, di estrazione dell’informazione
in esso codificata. L’impalcatura teorica dell’in-
formazione quantistica che si sviluppò a partire
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dagli anni ’80 aveva lo scopo di individuare per
quali problemi un paradigma di computazione
basato sulla meccanica quantistica potesse effet-
tivamente offrire dei vantaggi, da cui sviluppare
appunto protocolli di informazione e algoritmi
puramente quantistici [1]. Quanta informazione
si può processare e quanta se ne può estrarre da
un qubit? Uno stato quantistico può essere copia-
to senza conoscerne in precedenza l’espressione
negli stati logici? Questi sono solo due esempi
di domande un po’ più tecniche ma molto istrut-
tive inerenti ai fondamenti della teoria dell’in-
formazione quantistica. Esse, infatti, mostrano
implicitamente vantaggi e potenziali limiti del
paradigma quantistico. L’impossibilità di copia-
re uno stato quantistico è il principio alla base
della sicurezza intrinseca dei protocolli di crit-
tografia quantistica. Come vedremo in seguito
più nel dettaglio, essi hanno lo scopo di ottenere
uno scambio di una chiave di cifratura sicura tra
due interlocutori attraverso comunicazione del-
l’informazione codificata nei qubit. Il principio
di indeterminazione e il processo di misura in
meccanica quantistica, si traducono infatti nel
no-cloning theorem, la cui conseguenza in un
protocollo crittografico è quella di proibire ad
un terzo interlocutore di poter accedere all’infor-
mazione sui qubit scambiati senza alterarne lo
stato [1]. Questo permette ai due comunicanti di
individuare in linea di principio la presenza di
un terzo nella comunicazione. Per quanto riguar-
da la computazione quantistica, la possibilità di
avere stati o qubit in sovrapposizione fa intuire
la possibilità di poter processare l’informazione
in parallelo. Questo è indubbiamente uno dei
fondamentali vantaggi che hanno motivato negli
anni la ricerca nel campo. Ma i teoremi sopra
citati e il processo stesso di misura che di fatto
limita la quantità di informazione che può essere
estratta da un sistema quantistico, spesso pongo-
no dei paletti alle dimensioni del ventaglio dei
problemi computazionali per cui si può ottenere
un vantaggio. Per vantaggio è utile chiarificare
che si indica unmiglioramento di come le risorse
computazionali quali il tempo di calcolo o il nu-
mero di operazioni e qubit, scalino rispetto alla
taglia del problema da risolvere. Si ha un van-
taggio quantistico se l’algoritmo richiede risorse
che aumentano più favorevolmente rispetto all’e-
quivalente classico con la dimensione del dato in

ingresso al processo. Tra gli algoritmi quantisti-
ci più famosi che appartengono a questa classe
figurano sicuramente quello di scomposizione
degli interi in fattori primi, algoritmi di ricerca,
algoritmi di ottimizzazione e più recentemen-
te algoritmi quantistici di apprendimento. In
questo articolo si vuole riassumere lo sviluppo e
l’impatto della seconda rivoluzione quantistica
nella teoria e nelle tecnologie dell’informazio-
ne. Pertanto, nel seguito, si illustreranno più
nel dettaglio i possibili paradigmi di computa-
zione e crittografia quantistica proposte fino ad
oggi, insieme alla presentazione delle possibili
realizzazioni di tali tecnologie quantistiche. Sta-
to dell’arte, limiti e prospettive saranno infine
discusse per capire in quale stagione di questa
seconda rivoluzione siamo ormai giunti.

Computazione quantistica

I principali schemi di computazione quantisti-
ca universali proposti nel corso di questi ultimi
decenni sono essenzialmente tre, che possono
essere riassunti nel modello circuitale [1], il
modello measurement-based [2] e il modello di
computazione di tipo blind [3, 4]. Uno schema
invece totalmente alternativo rispetto ai prece-
denti è quello di tipo analogico [5]. Nel seguito
tratteremo brevemente di ciascuno.

Il modello circuitale è quello storicamente
introdotto per primo. Lo spirito di questo mo-
dello è di trasporre lo schema classico di compu-
tazione che prevede un set di bit e porte logiche
elementari per costituire un computer universale.
Alla stessa maniera, il modello circuitale quanti-
stico prevede un registro di qubit e un insieme di
porte logiche quantistiche con cui operare su di
essi. Le porte quantistiche sono delle operazioni
unitarie nello spazio di Hilbert che descrive il
registro dei qubit. Il qubit, essendo uno stato
quantistico, può essere considerato un oggetto
matematico equivalente ad un vettore. Le porte
logiche che operano sul singolo qubit saranno
dunque delle rotazioni in tale spazio vettoria-
le. Il modello prevede anche delle porte logiche
che operano su due qubit, le quali permettono le
interazioni tra di essi e di creare stati di sovrap-
posizione tra più qubit. Esempi di questo tipo
sono le porte controllate, come la negazione con-
trollata (controlled-not) oppure la rotazione
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controllata (controlled-phase), le quali opera-
no sul secondo qubit in maniera condizionata
allo stato del primo. La combinazione di rotazio-
ni sul singolo qubit e porte controllate permette
di avere uno schema universale per il computer
quantistico.

Sebbene il modello circuitale sia il più naturale
ed immediato per costruire un computer quan-
tistico, esso può presentare alcune limitazioni
nella sua realizzazione fisica. Allo stato attuale i
qubit vengono generati e manipolati con un certo
grado di rumore, il quale si propaga e si amplifica
nelle varie operazioni logiche. In questo schema
è quindi necessario introdurre tecniche di cor-
rezione degli errori, dette di error-correction,
per mitigare la loro propagazione e tenere l’ac-
curatezza di calcolo entro una data soglia di tol-
leranza [6]. In termini di risorse computazionali
questo si traduce nell’impiego di qubit e porte
ancillari che potrebbero limitare l’effettivo van-
taggio dell’impiego di un algoritmo quantistico
rispetto alla controparte classica.
Un possibile approccio alternativo di più re-

cente introduzione rispetto al modello circuitale
è quello chiamato measurement-based. Questo
modello prevede la generazione di uno stato di
diversi qubit in sovrapposizione tra di loro. In
altre parole, anziché preparare tutti i qubit sepa-
ratamente e farli interagire attraverso un circuito
di porte logiche, in questo schema la comples-
sità della costruzione del dispositivo risiede nel
generare uno stato di qubit altamente correla-
ti, detto stato cluster. La computazione vie-
ne svolta da una sequenza di opportune misu-
re su determinate basi di altrettanti determina-
ti qubit del cluster. Il vantaggio dell’approccio
measurement-based risiede proprio nell’essere
per costruzione più robusto al rumore e agli er-
rori. Inoltre, risulta una valida alternativa per
tutte quelle piattaforme quantistiche nelle qua-
li la realizzazione del modello circuitale risulta
complessa, quali le architetture fotoniche [2] e
gli ioni intrappolati [7].
Un terzo schema molto recente è quello no-

to come blind quantum computing. Rispetto ai
precedenti, utilizza un paradigma totalmente di-
verso, che unisce elementi sia di comunicazione
che di computazione. Nell’approccio blind, la
computazione viene delegata dall’utente ad un
server che svolge l’algoritmo. Un importante det-

taglio è che non è richiesta da parte del server
la conoscenza dello stato iniziale del cliente. In-
fatti, gli stati scambiati tra i server e gli utenti
sono sempre codificati in maniera tale che né il
server e né il cliente conosce lo stato quantistico
dell’altro, rendendo il processo sicuro da even-
tuali intromissioni di un terzo interlocutore come
in un protocollo crittografico. Pertanto, è richie-
sto che le operazioni computazionali del server
vengano svolte a prescindere dallo stato che ar-
riva dal cliente, al quale, di contro, viene solo
richiesto di generare e prepare i qubit. Anche
questo protocollo per la computazione quantisti-
ca offre dei vantaggi rispetto al numero di risorse
quantistiche necessarie per la sua realizzazione.
Chiaramente richiede che i qubit possano essere
scambiati tra più parti attraverso canali di comu-
nicazione quantistici. Questo elemento aggiun-
tivo restringe il campo delle piattaforme fisiche
che si prestano alla realizzazione dello schema.
Infatti, ad oggi, figurano solo primi esperimenti
basati su qubit fotonici, i quali, non a caso, sono
quelli che ben più si adattano a protocolli che
prevedono comunicazione, come vedremo nella
sezione dedicata alla crittografia.
L’approccio analogico alla computazione

quantistica è fondato su principi completamen-
te diversi. I parametri della computazione non
sono le operazioni unitarie sui qubit, ma ben-
sì l’energia di interazione tra di essi, descritti
dall’hamiltoniana del sistema. La computazione
quantistica analogica risulta vantaggiosa quando
si vogliono realizzare, algoritmi di simulazione
di una data hamiltoniana di cui è difficile indivi-
duare autovalori e autovettori, oppure, algoritmi
di ottimizzazione in cui si fa coincidere la solu-
zione del problema con il livello fondamentale
dell’hamiltoniana del processore quantistico [8].
Questo modello alternativo può favorire alcune
piattaforme rispetto ad altre, come ad esempio
quelle che sfruttano sistemi di atomi neutri.

Crittografia quantistica

Come introdotto nella precedente sezione, stabi-
lire canali quantistici di comunicazione che siano
sicuri rispetto ad eventuali intromissioni di un
terzo interlocutore è un ingrediente fondamenta-
le per lo sviluppo di blind quantum computer.
Inoltre, nell’era digitale in cui viviamo, la sicurez-
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za delle comunicazioni è diventata una preoccu-
pazione sempre più rilevante che ha reso fonda-
mentale trovare soluzioni avanzate per protegge-
re le informazioni sensibili. I sistemi tradizionali
di crittografia, si basano su algoritmi matematici
complessi la cui risoluzione richiede un nume-
ro di risorse computazionali troppo elevato per
poter essere raggiunta con i computer classici.
Conseguentemente, l’impiego di nuove tecno-
logie, come quelle quantistiche, per sviluppare
calcolatori in grado di risolvere efficientemente
tali algoritmi, potrebbe inficiare la sicurezza dei
sistemi di crittografia classica. In questo conte-
sto, la crittografia quantistica si è rivelata una
tecnologia rivoluzionaria in grado di garantire
una comunicazione intrinsecamente sicura.
Il concetto chiave della crittografia quantisti-

ca è la distribuzione di una chiave crittografica
segreta tra due parti che desiderano comunicare
in modo sicuro. Tale distribuzione avviene attra-
verso protocolli di Quantum Key Distribution
(QKD), in cui la chiave viene codificata nello
stato di particelle quantistiche e la sicurezza è
garantita dal no-cloning theorem, che proibi-
sce ad un terzo interlocutore di estrarre infor-
mazioni sulla chiave senza alterare lo stato del-
le particelle stesse. Sebbene, diverse particelle
quantistiche potrebbero essere utilizzate per co-
dificare informazioni, l’alta trasmissibilità e la
bassa interazione dei singoli fotoni con l’ambien-
te, rendono questi ultimi particolarmente adatti
alla trasmissione a distanza. Conseguentemente,
nella maggior parte delle implementazioni spe-
rimentali, la trasmissione delle chiavi crittografi-
che avviene inviando singoli fotoni e codificando
l’informazione nei sui gradi di libertà, come la
polarizzazione.

I diversi protocolli di QKD si possono divi-
dere in due categorie principali: i protocolli
di preparazione e misura e i protocolli basati
sull’entanglement [9].
Per quanto riguarda la prima categoria, uno

dei più conosciuti ed utilizzati è il protocollo
BB84, sviluppato da Charles Bennett e Gilles
Brassard nel 1984 [10] In quest’ultimo, i bit costi-
tuenti la chiave segreta sono codificati in fotoni
polarizzati e il mittente (Alice) può scegliere tra
due basi di codifica, di solito lineare o diagonale.
Allo stesso modo, il destinatario (Bob) sceglierà
casualmente la base di misura. Successivamente,

confrontando le loro basi attraverso un canale
pubblico, Alice e Bob sono in grado di individua-
re la presenza di un terzo interlocutore e selezio-
nando solamente i bit non compromessi riescono
a distribuire una chiave sicura.
D’altra parte, il protocollo E91, sviluppato da

Artur Ekert nel 1991 [11], è il primo protocollo
basato sull’ entanglement. In questo caso, Alice
e Bob, condividono una coppia di fotoni entan-
gled. Entrambi i partecipanti misurano lo stato
delle loro particelle in diverse basi e successiva-
mente confrontano i risultati tramite un canale
pubblico non sicuro. Sapendo che le correlazioni
quantistiche tra la coppia di fotoni assicurano
che chiunque intercetti uno dei due oggetti alte-
ra il sistema complessivo, Alice e Bob possono
rilevare la presenza di terze parti e trasmettere
una chiave crittografica sicura.

Oltre ai protocolli illustrati diverse varianti so-
no state sviluppate e implementate in piattafor-
me che sfruttano comunicazioni in fibre ottiche,
nello spazio libero o tramite satelliti [12]. Un
esempio degno di nota riguarda il lancio del sa-
tellite cineseMicius nel 2016. Quest’ultimo, gene-
rando fotoni entangled e trasmettendoli a stazio-
ni terrestri distanti 1203 km, ha permesso di supe-
rare i limiti di distanza legati alla comunicazione
terrestre [13].

Piattaforme computer quantistico

Sebbene teoricamente si è dimostrato che lo sfrut-
tamento delle proprietà quantistiche in computa-
zione permetterebbe di risolvere problemi com-
plessi in modo molto più efficiente, la realizza-
zione sperimentale del computer quantistico è
ancora in una fase di sviluppo in quanto presenta
delle sfide significative. Per far fronte a tali sfide,
sono state sviluppate diverse implementazioni
basate su superconduttori, atomi, ioni o fotoni.
Il computer quantistico a superconduttori

sfrutta circuiti superconduttori per manipolare e
memorizzare informazioni quantistiche. In par-
ticolare, sono realizzati utilizzando dispositivi
microelettronici a temperature vicine allo zero
assoluto (-273,15 °C). I qubit sono implementati
come giunzioni Josephson in grado di generare e
controllare gli stati di sovrapposizione e l’interfe-
renza quantistica [14]. Tale tecnologia, permette
dimanipolare velocemente lo stato dei qubit, ave-
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re un elevato controllo su quest’ultimo e propone
una piattaforma altamente scalabile. Tuttavia, i
computer a superconduttore sono sensibili alle
perturbazioni ambientali e necessitano un raf-
freddamento a basse temperature per sfruttare
le proprietà superconduttive dei materiali [15].

Un’altra possibilità nell’implementare i com-
puter quantistici si basa sullo sfruttamento di
atomi neutri [16, 17] o ioni intrappolati [18] e
raffreddati a temperature molto basse. Questi
ultimi, conosciuti come computer quantistici ad
atomi freddi, memorizzano l’informazione codi-
ficando i qubit negli stati quantistici degli atomi
o degli ioni intrappolati. La manipolazione degli
stati degli atomi o ioni avviene, rispettivamente,
utilizzando laser o campi elettromagnetici.

Un’altra possibile codifica dei qubit risiede nel-
lo sfruttamento degli spin di singole particelle.
In tali computer quantistici a qubit di spin, la ma-
nipolazione avviene attraverso campi magnetici,
impulsi di microonde e altre tecniche di control-
lo per modificare gli stati di spin. Per la realiz-
zazione di tali calcolatori, diverse piattaforme
continuano ad essere esplorate, come i qubit di
spin di ioni intrappolati [19], dei centri NV [20],
molecolari [21] e basati su semiconduttori [22].

Infine, diverse piattaforme fotoniche sono sta-
te utilizzate per sviluppare computer quantistici
che sfruttano la luce (fotoni) al fine di rappresen-
tare e manipolare l’informazione quantistica. Sia
le variabili discrete che continue possono essere
sfruttate per codificare i qubit [23]. Nel primo
caso, si utilizzano solitamente gli stati di pola-
rizzazione dei fotoni o i loro stati di cammino
(modalità spaziali), mentre nel secondo gli os-
servabili del campo elettromagnetico. Tramite
l’ottica integrata è possibile proporre piattaforme
scalabili, in cui la generazione, manipolazione e
rivelazione dei singoli fotoni avviene attraverso
elementi ottici integrati in una singola piattafor-
ma oppure attraverso un approccio ibrido [24].
In questo caso, la sfida principale è di riuscire
a scalare in maniera significativa il numero di
elementi integrati e di minimizzare le diverse
perdite del sistema.

Stato dell’arte e prospettive
future

Nelle sezioni precedenti abbiamo introdotto i
concetti chiave della computazione e della crit-
tografia quantistica e discusso i possibili siste-
mi fisici che vengono oggigiorno investigati per
poter sviluppare tecnologie nei suddetti campi.
Attualmente l’informazione quantistica sta viven-
do una stagione di transizione, ovvero da una
situazione in cui la maggior parte della ricerca si
svolge in ambito accademico ad uno scenario in
cui grandi aziende e grandi investimenti incen-
tivano lo sviluppo di tali tematiche, allo scopo
di realizzare prototipi performanti da introdurre
sul mercato.
Tra le piattaforme più mature per quanto ri-

guarda la computazione quantistica figura quel-
la che sfrutta qubit superconduttori e il model-
lo circuitale. Google, Rigetti e IBM sono le più
grandi aziende che hanno deciso di sviluppare
un computer quantistico con questa tecnologia.
In particolare, IBM mette a disposizione sul suo
cloud [25] diversi dispositivi che contano fino a
centinaia di qubit e prevede di aumentare la capa-
cità di calcolo dei suoi processori raggiungendo
i 100000 qubits nei prossimi 10 anni. Inoltre, re-
centemente, la start-up francese Alice & Bob sta
proponendo una variante nel controllo dei qubit
superconduttori allo scopo di mitigare il rumo-
re e le procedure di error-correction nelle varie
porte logiche.

Un approccio sempre di tipo circuitale è utiliz-
zato dalla start-up IonQ che propone però pro-
cessori basati su ioni intrappolati fino a 20 qubit.
Il processore di IonQ è disponibile sul cloud di
Amazon Braket [26], la piattaforma gestita da
Amazon che permette l’utilizzo da remoto di di-
versi processori quantistici delle diverse aziende
e start-up del settore.
Le piattaforme basate su atomi neutri intrap-

polati stanno raggiungendo livelli di complessità
e performance siginficative. La start-up ameri-
cana QuEra mette a disposizione sul cloud di
Amazon Braket un computer ad atomi neutri
che conta 250 qubit, mentre la start-up france-
se PASQAL commercializza processori con 100
qubit. Questi dispositivi sono basati sulla com-
putazione analogica, in cui le operazioni logiche
vengono realizzate cambiando l’hamiltoniana di
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interazioni tra gli atomi.
In ambito fotonico le principali start-up, ovve-

ro l’americana Psi Quantum e la canadese Xana-
du, stanno procedendo verso un computer quan-
tistico basato sull’approccio measurement-based.
Più precisamente, Psi Quantum sta puntando
su qubit processati attraverso fotonica integrata.
La start-up Xanadu invece sta utilizzando il co-
siddetto schema a variabili continue, nel quale
l’informazione viene codificata nei valori atte-
si degli osservabili del campo elettromagnetico,
che possono assumere, per l’appunto, valori con-
tinui. Xanadu ha a disposizione due dispositivi
sul proprio cloud [27], compreso Borealis (dispo-
nibile fino allo scorso 2 giugno 2023), il processo-
re quantistico non universale che ha dimostrato
recentemente la possibilità di superare un com-
puter classico nella risoluzione di uno specifico
problema di campionamento [28]. In ambito eu-
ropeo, segnaliamo le startup Quandela e QuiX,
la prima impegnata principalmente nella produ-
zione di sorgenti di singoli fotoni performanti e
commercializzabili, mentre la seconda si occupa
del design e dello sviluppo della parte circuitale
dei dispositivi fotonici integrati. Come anticipa-
to nelle precedenti sezioni, i qubit fotonici sono
impiegati soprattutto nell’ambito delle comuni-
cazioni e della crittografia. Le aziende Toshiba e
ID Quantique sono impegnate nel produrre stru-
menti e dispositivi per la crittografia quantistica.
Un prototipo di rete di comunicazione quanti-
stica su grande scala è stato realizzato in Cina,
il quale comprende canali di comunicazione in
fibra ottica tra le città di Beijing, Hefei, Shanghai
e Jinan e il canale satellitare tra gli osservatori di
Nanshan e Xinglong [29]. Altre reti quantistiche
basate su fibre sono in sviluppo nel Regno Unito
[30] e in Europa [31], compresa l’Italia.
Dal quadro appena fornito risulta evidente

quanto le tecnologie quantistiche siano ad og-
gi di centrale interesse. Gli investimenti fatti da
diverse aziende e nazioni in queste tematiche
hanno subito un vistoso incremento negli ultimi
5 anni. La sfida dei prossimi anni sarà quindi
di riuscire a sviluppare quella svolta tecnologica
necessaria per rendere tali dispositivi utilizzabili
e performanti in problemi concreti. Ovvero, in
altre parole, di poter considerare conclusa la sta-
gione della seconda rivoluzione quantistica, per
aprire la strada alla terza, quella dello sviluppo

tecnologico vero e proprio.
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1. Introduzione

Sin dalla sua introduzione all’inizio del secolo
ventesimo al fine di descrivere misure osserva-
te in sistemi fisici microscopici o in interazione
con particolari campi di radiazione, la meccani-
ca quantistica ha portato con sé l’idea che, alle
scale di lunghezze o energie in cui la meccani-
ca classica (e la teoria classica della radiazione)
predice risultati in accordo con le misure, essa
deve accordarsi alla descrizione classica. Questo
pensiero è presente già nelle parole di Bohr [1],

“Per ottenere la necessaria connessione
con la ordinaria teoria della radiazione,
noi dobbiamo assumere che una rela-
zione, analoga a quella già provata per
le frequenze, valga nel limite per gran-
di 1 n, per le intensità delle diverse linee
dello spettro [...]”.

A tale assunzione si è fatto poi riferimento con
il nome di principio di corrispondenza. In pur
poche righe, Bohr evidenzia che l’esistenza di
una corrispondenza tra la descrizione quantisti-
ca di un sistema e quella classica è concettual-
mente necessaria, che essa si possa pensare co-
me formulata matematicamente in termini di un
opportuno limite, e che questo limite si applichi
1Ovvero per nel limite per energie crescenti, identificate
da valori discreti di n per i sistemi considerati.

allo spettro di specifiche quantità misurate (os-
servabili, nel linguaggio che usiamo oggi) e più
in generale vada considerato in modo specifico
per ogni singolo sistema.

Questi temi sono presenti, all’interno di uno
studio più generale sui principi e sulla formula-
zione matematica della meccanica quantistica, in
ciò che scrive Dirac nel suo famoso manuale [2],
ovvero

“La meccanica classica deve essere un
caso limite di quella quantistica. Noi
ci aspettiamo che nozioni importanti
in meccanica classica corrispondano a
nozioni importanti inmeccanica quanti-
stica. Dalla comprensione della natura
generale dell’analogia tra la meccani-
ca classica e la meccanica quantistica
noi possiamo allora sperare di ottene-
re leggi e teoremi in meccanica quan-
tistica che appaiano come semplici ge-
neralizzazioni di ben noti risultati in
meccanica classica.”

Il problema del limite classico della meccanica
quantistica è stato naturalmente studiato da allo-
ra, e ha portato ad una comprensionemigliore sia
delle teorie quantistiche che di quelle classiche,
analizzate secondo tale prospettiva (la bibliogra-
fia su questi temi è sterminata, e noi ci limitiamo
a rimandare il lettore a [3], in cui l’autore ana-
lizza i principali riferimenti, ponendoli in una
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prospettiva storica). Lo scopo di questa nota è
presentare, all’interno di una descrizione geome-
trica di un sistema fisico, un insieme di domande
sul problema della dequantizzazione, ovvero
del limite classico di un sistema quantistico, ed
analizzare più in dettaglio alcune di esse in rela-
zione alle varie rappresentazioni della meccanica
quantistica 2.

Nella sezione 2 presentiamo una formulazione
matematica sia della dinamica quantistica di un
sistema fisico, che della dinamica classica di un
sistema fisico, individuando i termini di stato,
osservabile, evoluzione temporale e sottolinean-
do analogie e differenze fra i due formalismi. In
virtù di esse, concludiamo tale sezione (nella
2.4) enucleando alcune domande sul problema
del limite classico. In questa descrizione provia-
mo inoltre a mostrare come lo studio della fisica
teorica resti circostanziato attraverso nozioni di
geometria, algebra, analisi funzionale, e che le
questioni concettualmente più delicate richieda-
no una solida traduzione all’interno di un forma-
lismo matematico. Coerenti con l’osservazione
che la descrizione matematica della meccanica
quantistica ha sviluppato differenti rappresenta-
zioni 3, nella sezione 3 descriviamo il formalismo
di Poisson e quello simplettico per la meccanica
classica, e la formulazione à la Weyl-Wigner per
la meccanica quantistica, fondato sulla nozione
di sistema di Weyl e di prodotto à la Moyal. Lun-
go questo cammino, nella sezione 4 descriviamo
come un’opportuna procedura di limite conduca
dalla descrizione dell’evoluzione quantistica in
termini dell’equazione di Schrödinger alla de-
scrizione classica in termini dell’equazione di
Hamilton-Jacobi, e nella sezione 5 come l’evolu-
zione quantistica e quella classica possono essere
formulate in termini della nozione di evoluzione
unitaria su un opportuno spazio di Kähler.

2Un approccio nello spirito di questa nota è presente in [4],
in cui l’autore descrive ciò che risulta parte di un pro-
gramma più ampio di dequantizzazione geometrica (in
particolare, per quella classe di dinamiche quantistiche
a cui corrispondono dinamiche classiche il cui spazio
delle fasi è uno spazio vettoriale simplettico) – program-
ma che sorge naturalmente all’interno del formalismo,
in quegli anni intensamente studiato, della quantizza-
zione geometrica (il lettore incontrerà una descrizione
di questo formalismo nella sezione 3.

3Con il termine di rappresentazione della meccanica quan-
tistica intendiamo qui la traduzione italiana del termine
inglese picture.

2. Descrizione matematica di un
sistema fisico

Ogni descrizione matematica di un sistema fi-
sico e della sua evoluzione temporale richiede
di identificare un insieme S di stati, che rappre-
sentano un’informazione massimale sul sistema,
un insieme O di osservabili, ovvero le quantità
misurabili per il sistema, ed un accoppiamento
tra essi (un pairing) dato da una applicazione

µ : O × S → P

in cuiP è l’insieme delle misure di probabilità su
R. Dato uno stato ρ ∈ S e un’osservabile A ∈ O,
la quantità

0 ≤ µ(A, ρ)(∆) ≤ 1

fornisce la probabilità che la misura di A, con il
sistema nello stato ρ, dia un risultato in ∆, un
elemento nella σ-algebra di Borel su R. Analiz-
zare, inoltre, sistemi costituiti da un insieme di
sottosistemi richiede di avere una legge di com-
posizione in virtù della quale definire sistemi
composti a partire da sistemi più elementari. Ta-
li nozioni appaiono coerentemente descritte in
termini geometrici considerando l’insieme delle
osservabili O come il sottospazio reale di una
∗-algebra unitale A sul campo complesso C do-
tata di una norma. L’uso di strutture complesse
in fisica permette di descrivere fenomeni di in-
terferenza, e sembra necessaria 4 nei problemi
di creazione e distruzione di particelle in teorie
di campo quantistiche. All’algebra normata A
corrisponde il suo duale A∗, ovvero lo spazio
dei funzionali lineari ρ : A → C continui 5. La
norma suA induce una topologia suA∗: in virtù
di essa, l’insieme degli stati S si identifica con
gli elementi positivi e normalizzati in A∗. Il pai-
ring tra osservabili e stati è formulato attraverso
la dualità tra A e A∗, mentre la composizione
di sistemi viene descritta in termini di prodotto
tensoriale fra le correspondenti algebre.

4Un recente esperimento sembra indicare la necessità che
nella formulazione matematica di un sistema quantisti-
co sia presenta una struttura complessa. Rimandiamo
il lettore a [5].

5Sono continui quei funzionali ρ : A → C per cui, per
ogni a ∈ A, esiste una costante α ∈ R tale che |ρ(a)| ≤
α ∥ a ∥.
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Ciò che abbiamo visto nelle righe preceden-
ti può essere considerato come una descrizione
geometrica della cinematica di un sistema fisico 6,
ovvero di una sua descrizione indipendente dal
tempo. La dinamica di un sistema fisico (ovve-
ro l’evoluzione temporale delle sue osservabili,
o alternativamente dei suoi stati) associato ad
un’algebra A si può formulare come l’azione di
un gruppo ad un parametro Φt (con t ∈ R la
variabile temporale) di opportuni automorfismi
di A su sé stessa, o (dualmente) sullo spazio S
degli stati 7. Intendiamo con ciò che, per ogni
t ∈ R, la composizione di tali automorfismi dia

Φt+t′ = Φt ◦ Φt′

con Φt=0 = I (ovvero l’identità su A). Ogni
gruppo (continuo8) ad un parametro di auto-
morfismi inA ha un generatore infinitesimo, che
è una derivazione 9 in A.

Sia la descrizione di una dinamica classica che
quantistica di un sistema fisico rientrano in que-
sto dominio. Qui ci limiteremo a considerare
sistemi fisici con un numero finito di gradi di
libertà – secondo l’espressione dei manuali clas-
sici di meccanica – intendendo con ciò che non
considereremo teorie di campo. Invero non consi-
dereremo sistemi fisici limitati in interazione con
un ambiente (la cui evoluzione si studia in ter-
mini di semigruppi), o sistemi la cui evoluzione
temporale è descritta da equazioni differenzia-
li implicite, come ad esempio quelle relative a
Lagrangiane degeneri.

6In quale misura abbia senso una suddivisione tra cine-
matica e dinamica per un sistema classico è analizzato,
ad esempio, in [6], a cui rimandiamo.

7Per automorfismi di A intendiamo le corrispondenze
Φ : A → A che sono compatibili con le strutture
algebriche di A, ovvero per cui Φ(a + a′) = Φ(a) +
Φ(a′), Φ(aa′) = Φ(a)Φ(a′), Φ(αa) = αΦ(a) e
Φ(a∗) = (Φ(a)∗ per ogni a, a′ ∈ A e α ∈ C.

8Intendiamo gruppi ad un parametro Φt che siano con-
tinui in norma, ovvero che soddisfino la condizione
limt→0 ∥Φt(a)− a∥ = 0 per ogni a ∈ A.

9Un operatore lineare δ : D(δ) → A da una ∗-
sottoalgebra D(δ) ⊆ A (il dominio di δ) tale che
δ(a∗) = δ(a)∗ e δ(aa′) = aδ(a′) + (δ(a))a′ è detta
una ∗-derivazione. È possibile provare che, se Φt è un
gruppo ad un parametro di automorfismi in A, allora
il suo generatore infinitesimo è la ∗-derivazione data
da δ(a) = limt→0(Φt(a)− a)/t sul dominio D(δ) dato
dagli elementi a ∈ A per cui il limite esiste. Vedi anche
[7, 8].

Come il lettore avrà osservato, questa descri-
zione richiama strutture matematiche tradizio-
nalmente riferite ad aree differenti: quella di al-
gebra e di suo spazio duale, quello di norma (e
quindi di topologia), quello di automorfismi e
gruppi, quello di misure di probabilità, di insie-
mi boreliani, di prodotti tensoriali e di prodotti di
misure. Questa uniformità è ciò a cui ci si riferi-
sce quando si parla di analogie tra la descrizione
classica e quella quantistica per la dinamica di
un sistema fisico.
Il primo scopo delle pagine seguenti in que-

sta sezione è allora quello di delineare tali ana-
logie, ovvero presentare il modo in cui sia una
descrizione matematica della meccanica quanti-
stica che della meccanica classica corrispondano
a specifiche realizzazioni delle strutture formali
presentate nell’introduzione precedente. Sarà
all’interno di queste analogie che illustreremo
in seguito alcuni aspetti del problema del limite
classico della meccanica quantistica, inteso nel
senso di analizzare il significato del passaggio tra
diverse realizzazioni di una stessa struttura geo-
metrica nell’ambito dello studio della dinamica
di un sistema fisico.

2.1 Una descrizione geometrica della
meccanica quantistica

In meccanica quantistica l’insieme O delle osser-
vabili è dato dallo spazio vettoriale (su R) degli
operatori autoaggiunti Op(H) su uno spazio di
Hilbert H complesso e separabile. Facendo ri-
ferimento alla notazione bra-ket à la Dirac [2],
se

a = a∗ = a†

è un operatore autoaggiunto suH, e ha una parte
di spettro puntuale σp(a) con

a|ek⟩ = λk|ek⟩

e una parte di spettro continuo σc(a) con

a|φα⟩ = α|φα⟩

in termini di autofunzioni proprie e generalizza-
te (indicate con |⟩), allora possiamo scrivere una
risoluzione spettrale

1 =
∑

λk∈σp(a)

|ek⟩⟨ek| +
∫
σc(a)

dα|φα⟩⟨φα|
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e, per ogni ∆ dato da un sottoinsieme (bore-
liano, ovvero misurabile) di R, un proiettore
ortogonale

Ea(∆) =
∑
λk∈∆

|ek⟩⟨ek| +
∫
∆
dα|φα⟩⟨φα|.

Ognimisura di probabilità che corrisponde a uno
stato ρ ∈ S si può scrivere allora come 10

µ(a, ρ) : ∆ 7→ Tr(WρEa(∆))

doveWρ è un operatore densità su H, ovvero un
operatore positivo 11 per cui Tr (Wρ) = 1. Il valor
medio della distribuzione di probabilità µ(a, ρ)
è quindi dato da

⟨a⟩ρ = Tr(Wρa).

La dispersione associata alla misura di probabi-
lità µ(a, ρ) è in generale data da

σ2ρ(a) = ⟨(a− ⟨a⟩ρ)2⟩ρ.

È possibile dimostrare – ed è uno degli aspetti
più peculiari della meccanica quantistica – che
non esiste stato ρ che dia una distribuzione di
probabilità con dispersione nulla per ogni os-
servabile. Lo spazio delle misure di probabilità
risulta convesso, e i suoi elementi di bordo sono
gli stati puri, che si possono identificare con gli
operatori densità di rango 1, ovvero quelli che
soddisfano le condizioni

W 2
ρ =Wρ =W †

ρ ,

Tr(Wρ) = 1

su H; equivalentemente, gli stati puri corrispon-
do agli elementi del proiettivo complesso

P(H) = H0/C0,

attraverso
ρ =

|ψ⟩⟨ψ|
⟨ψ|ψ⟩

con ψ ̸= 0H. Se il vettore ψ ∈ H di norma uni-
taria rappresenta uno stato puro, è immediato
10Questa frase sintetizza, per gli scopi di questa nota, il

teorema di Gleason, per la cui analisi in relazione alle
misure di probabilità à la Born in meccanica quantistica
rimandiamo il lettore al libro [9].

11Un operatore a su uno spazio di HilbertH è positivo se
è autoaggiunto e ha spettro non negativo.

riconoscere una relazione di indeterminazione à
la Heisenberg 12 data da

σ2ψ(a)σ
2
ψ(b) ≥ ⟨ψ|i[a, b]ψ⟩2 (1)

in termini del commutatore tra due operatori su
H, definito antisimmetrizzando l’operazione di
composizione ◦ in Op(H), ovvero

[a, b] = a ◦ b − b ◦ a (2)

con a, b ∈ Op(H). Tale funzione è antisimmetri-
ca (vale cioè che [a, a′] = −[a′, a]), bilineare (ov-
vero [a+a′, a′′] = [a, a′′]+[a′, a′′] e analogamente
sul secondo membro), soddisfa le identità di Ja-
cobi e di Leibniz (rispetto alla composizione),
che si scrivono come

[[a, a′], a′′] + [[a′, a′′], a] + [[a′′, a], a′] = 0

[a ◦ a′, a′′] = a ◦ [a′, a′′] + [a, a′′] ◦ a′
(3)

per ogni terna a, a′, a′′ ∈ Op(H).
Quando due sistemi quantistici associati agli

spazi di HilbertH1 eH2 sono composti, lo spazio
di Hilbert che corrisponde alla composizione di
essi è dato dal prodotto tensorialeH12 = H1⊗H2.
È l’esistenza di stati puri per H12 che non sono
separabili, ovvero che non si possono scrivere
come il prodotto tensoriale di uno stato puro
in H1 con uno stato puro in H2 che origina il
problema dell’entanglement.

Per formalizzare in termini geometrici l’evolu-
zione temporale di un sistema quantistico così
descritto, notiamo che l’interpretazione proba-
bilistica à la Born della meccanica quantistica
induce a considerare l’evoluzione temporale di
un sistema come descritto da un gruppo ad un
parametro di automorfismi unitari (ovvero che
conservano la norma operatoriale) sullo spazio
delle osservabili A ⊂ Op(H) dato dagli opera-
tori autoaggiunti eventualmente illimitati suH.
Il teorema di Wigner dimostra che, se Φt è un

12È possibile dimostrare relazioni di indeterminazione più
generali, di cui quella à la Heisenberg è un caso parti-
colare, così come è possibile analizzare le relazioni di
indeterminazione per stati non puri. Per esse rimandia-
mo a [10, 11, 12], limitandoci a menzionare che, se lo
spazio di HilbertH ha dimensione finita, allora si può
dimostrare che si ha

σ2
ρ(a)σ

2
ρ(b) ≥

1

4
|Tr(Wρ[a, b])|2 .
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gruppo continuo ad un parametro sullo spazio
degli operatoriOp(H) che preserva la norma ope-
ratoriale (ovvero che ∥Φt(a)∥ = ∥a∥) allora esi-
ste un gruppo ad un parametro ut ⊂ Op(H) di
operatori unitari 13 per cui

a(t) = Φt(a) = u∗taut, (4)

e tale relazione di coniugazione non altera il do-
minio di a anche nel caso in cui a non sia limitato.
È possibile poi provare (è parte del contenuto
del teorema di Stone - von Neumann ) che per
ogni gruppo ad un parametro di operatori unita-
ri suH esiste un operatore autoaggiunto δ = δ∗

(eventualmente non limitato) suH per cui vale
ut = eitδ. Tale operatore a fornisce il generatore
infinitesimo della dinamica quantistica, o opera-
tore Hamiltoniano della dinamica. La versione
infinitesima della relazione precedente risulta in

da

dt
= i[a, δ] , (5)

che fornisce la descrizione della dinamica quanti-
stica à la Heisenberg. Le proprietà del commuta-
tore in Op(H) chiariscono che la corrispondenza
a 7→ i[a, δ] è una derivazione in Op(H) rispetto
alla composizione, e che è interna, poichè è defi-
nita da un elemento δ ∈ Op(H). Sugli stati puri,
l’evoluzione temporale in (4) si scrive come

ψ(t) = utψ(0), (6)

la cui versione infinitesima è data dall’equazione
di Schrödinger (con δ = −H/ℏ)

iℏ
dψ

dt
= Hψ (7)

in termini dell’operatore Hamiltoniano H inH
e della costante di Planck ℏ = h/2π. Dall’equa-
zione di Schrödinger segue che, nello spazio de-
gli stati che si possono identificare di operato-
ri densità su H, l’evoluzione temporale è data
dall’equazione di Landau - von Neumann

dWρ

dt
=

i

ℏ
[Wρ, H]. (8)

13Ricordiamo che un operatore u : H → H su uno spazio di
Hilbert complesso separabile è unitario se uu∗ = u∗u =
1. Un gruppo a un parametro di operatori unitari è dato
da un insieme ut (per ogni t ∈ R) di operatori unitari
per cui utut′ = ut+t′ .

Notiamo che, quando H corrisponde all’osser-
vabile energia meccanica del sistema, si richie-
de che H sia limitato dal basso, ovvero che il
suo spettro (che è necessariamente reale) abbia
almeno un estremo limitato.

2.2 Una descrizione geometrica della
meccanica classica

Una descrizione geometrica della meccanica clas-
sica inizia dall’identificare le osservabili come
elementi di un insieme O = F(M) di funzioni
opportunamente regolari a valori inR definite su
una varietà differenzialeM (liscia e a dimensio-
ne finita). Tale insieme F(M) è un’algebra com-
mutativa rispetto all’usuale definizione puntuale
di somma e prodotto di funzioni, ovvero

(f + g)(m) = f(m) + g(m),

(fg)(m) = f(m)g(m).

Gli stati sono elementi ρ ∈ S dell’insieme delle
misure di probabilità suM . Gli stati densità sono
dati da misure di probabilità dµρ assolutamente
continue rispetto ad una misura di riferimento
dm, ad esempio la misura di Lebesgue invariante
per traslazioni nel caso in cuiM = RdimM , e il
pairing corrispondente è dato da

µ(f, ρ) : ∆ 7→
∫
f−1(∆)

dµρ,

dove abbiamo denotato f−1(∆) = {m ∈ M :

f(m) ∈ ∆}. Gli stati puri sono dati dalle misure
di Dirac singolari δm, con il pairing

µ(f, δm) : ∆ 7→
{

1 if m ∈ ∆

0 if m /∈ ∆

Dato uno stato ρ, il valor medio di una
osservabile è dato da 14

⟨f⟩ρ =

∫
dµρf.

14Anche questa dualità può essere analizzata più rigorosa-
mente in termini del teorema di Riesz. Se A = C0(M)
è l’insieme delle funzioni continue che si annullano al-
l’infinito, l’azione di ogni funzionale lineare continuo
positivo ϕ ∈ A∗ si può rappresentare attraverso una
misura regolare su M . Tale insieme, con la topologia
w∗ indotta da quella su A risulta compatto e convesso.
I punti sul bordo sono le misure singolari, ovvero gli
stati puri.
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Resta evidente che gli stati puri forniscono distri-
buzioni di probabilità con dispersione nulla per
ogni osservabile. La composizione di due siste-
mi descritti in termini di due varietà lisceM1 e
M2 risulta in un sistema descritto sulla varietà
prodotto cartesianoM1 ×M2.

All’interno di tale descrizione, è possibile di-
mostrare che, se F(M) denota l’algebra a valo-
ri reali delle funzioni lisce su M , allora l’insie-
me Aut(F(M)) degli automorfismi continui è
equivalente all’insieme Diff(M) dei diffeomorfi-
smi su M : se Φ ∈ Aut(F(M)), allora esiste un
ϕ ∈ Diff(M) per cui

Φ(f) = ϕ∗(f) = f ◦ Φ

attraverso il concetto di pull-back. Ancora, il
teorema di Willmore [13] prova che l’insieme
delle derivazioni per F(M) coincide con l’insie-
meX(M) dei campi vettoriali suM , e quindi può
essere scritta localmente (ovvero in termini di
un sistema di coordinate locali {xa}a=1,...,dimM

suM) come

X(M) ∋ δ = δa(x)
∂

∂xa
. (9)

L’evoluzione temporale di un’osservabile f ∈
F(M) si può pertanto scrivere come

df

dt
= δ(f) = Lδ(f), (10)

in termini della derivata di Lie lungo δ, a cui corri-
sponde l’evoluzione temporale sugli stati puri15
data localmente come un sistema di equazioni
differenziali ordinarie

dxa

dt
= δa(x) (11)

con un opportuno dato iniziale xa(0) = xa0.

2.3 Non solo analogie

Le pagine precedenti hanno fornito al lettore un
quadro delle analogie tra la descrizione quantisti-
ca e quella classica della dinamica di un sistema
15L’evoluzione temporale di uno stato ρ non puro, a cui

corrisponde una misura di probabilità data in termini
della derivata di Radon-Nikodym rispetto alla misura
di Lebesgue come dµρ = ρ̃ dm ha una forma esplicita
rispetto al campo vettoriale δ alquanto complicata, che
in casi opportuni si riduce all’equazione di Liouville
(nota dalla meccanica statistica, ad esempio) per ρ̃.

fisico. È invero interessante iniziare ad analizza-
re le differenze fra le due descrizioni. Nell’otti-
ca del limite classico, o della dequantizzazione,
di un sistema quantistico, un primo aspetto di
differenza tra le due descrizioni appare eviden-
te. Le osservabili quantistiche sono gli elementi
autoaggiunti di Op(H), la norma è data da

∥a∥ = sup0H ̸=ψ∈H
∥a(ψ)∥H
∥ψ∥H

rispetto alla norma ∥ψ∥H in H. Come noto,
un operatore a ∈ Op(H) è continuo se e solo
se è limitato, ed in questo caso il suo dominio
Dom(a) = H. In particolare, l’insieme B(H) de-
gli elementi limitati in Op(H) è una C∗-algebra
non commutativa, rispetto alla definizione na-
turale di somma e prodotto data dalla composi-
zione di operatori suH, e la coniugazione com-
plessa data da a 7→ a∗ = a†, in quanto risulta
un’algebra di Banach e vale l’identità

∥aa∗∥ = ∥a∥2.

Se, in particolare,H ha dimensione finita (e quin-
diH ≃ Cn=dimH) lo spazio degli operatori coin-
cide con l’insieme delle matrici n× n ad elemen-
ti in C, e la composizione si riduce al prodotto
matriciale (e questo è uno dei motivi per cui
la meccanica quantistica fu anche pensata da
Heisenberg, Born, Jordan, come una meccani-
ca delle matrici, eventualmente con infinite righe
e colonne).

Nella descrizione classica di un sistema fisico,
le osservabili sono le funzioni (opportunamente
regolari: lo specifico problema rende naturale
considerare ad esempio funzioni misurabili, o
continue, o differenziabili) a valori reali definite
su una varietàM . In particolare l’insiemeC0(M)

delle funzioni a valori in C continue suM e che
si annullano all’infinito (ovvero lo spazio delle
funzioni continue C(M) seM è compatto) risul-
ta, rispetto alla somma e al prodotto puntuale
di funzioni, e alla coniugazione complessa in C,
una C∗-algebra commutativa, rispetto alla norma
di Banach

∥f∥∞ = sup
x∈M

|f(x)|.

Ancora, possiamo notare che gli elementi autoag-
giunti in B(H) non esauriscono l’insieme delle
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osservabili di un sistema quantistico. Un esem-
pio ben noto è quello che si ha considerando un
sistema quantistico per cuiH = L2(R,dx) (una
particella che si muove lungo una retta, nella rap-
presentazione à la Schrödinger), e le osservabili
momento e posizione, la cui azione su opportuni
domini densi inH è data da

p : ψ 7→ −iℏdψ
dx
,

x : ψ 7→ xψ

e per essi si ha

[x, p] = iℏ1 (12)

su un dominio che risulta essere denso inH. An-
che in meccanica classica esistono osservabili che
sono rappresentate da funzioni che non si annul-
lano all’infinito conM non compatto: pensiamo
ancora alla velocità (nel formalismo non relati-
vistico) di una particella vincolata a muoversi
lungo una retta.
Osserviamo ancora che le equazioni della di-

namica quantistica per le osservabili (5) e per gli
stati (8), così come le relazioni di indetermina-
zione (1) fanno riferimento alla struttura di com-
mutatore definita in (9) antisimmetrizzando 16 il
prodotto non commutativo in Op(H) dato dalla
composizione. La non commutatività del pro-
dotto permette altresì di definire una funzione
binaria (detta prodotto di Jordan), attraverso 17

a ⊙ b =
1

2
(a ◦ b+ b ◦ a). (13)

Risulta immediato provare che il prodotto di
Jordan è simmetrico, ovvero a ⊙ b = b ⊙ a,
ed interno allo spazio vettoriale degli operatori
autoaggiunti, in quanto

(a⊙ b)∗ = (a⊙ b)

16È immediato verificare che, se (A, ·) è un’algebra asso-
ciativa, il cui prodotto non è commutativo, la posizione
[a, b] = a · b − b · a definisce un commutatore che è
bilineare, antisimmetrico, e soddisfa le relazioni (10).

17Una algebra di Jordan è uno spazio vettoriale A in cui è
definito un prodotto binario ⊙ : A × A → A che sia
bilineare, simmetrico, non associativo in generale ma
per cui valga l’identità di Jordan, data da

(a⊙ b)⊙ (a⊙ a) = a⊙ (b⊙ (a⊙ a))

∀ a, b ∈ A.

se a = a∗ e b = b∗. Tale prodotto risulta non as-
sociativo, e la non associatività si può esprimere
in termini del commutatore, come

(a⊙ b)⊙ c − a⊙ (b⊙ c) =
1

4
[[a, c], b]. (14)

Simmetrizzare, attraverso la formula (13), un
prodotto di un’algebra commutativa non forni-
sce una nuova struttura algebrica: in tali casi, il
prodotto di Jordan si riduce a quello stesso del-
l’algebra. Questo è il motivo per cui non si ha
un prodotto di Jordan nell’algebra F(M) delle
funzioni su uno spazio M rispetto al prodotto
puntuale, e ciò costituisce un ulteriore differen-
za tra la descrizione quantistica e quella classica
della dinamica di un sistema fisico.

2.4 Alcune domande sul problema del
limite classico

Lo studio della transizione dalla descrizione
quantistica alla descrizione classica per un siste-
ma dinamico comporta alcune domande ineren-
ti alle strutture matematiche che intervengono
nelle descrizioni stesse.
Come ottenere, ad esempio, un’algebra com-

mutativa a partire da una non commutativa? Co-
me definire un formalismomatematico in cui l’in-
sieme Op(H) abbia come limite l’insieme F(M)

delle funzioni opportunamente regolari su una
varietà liscia, ed il prodotto non commutativo
in Op(H) abbia come limite il prodotto commu-
tativo e puntuale (ovvero che dipende solo dal
valore che le funzioni assumono in m ∈ M) in
F(M)?

E ancora, ancor prima: in che senso la varietà
M si può ottenere come un opportuna dequan-
tizzazione di un sistema fisico quantistico suH,
ovvero in che senso una varietàM può emergere
da uno spazio di Hilbert H? Come sappiamo,
tutti gli spazi di Hilbert complessi e separabili
sono isomorfi se e solo se hanno la stessa dimen-
sione, e sono isomorfi se hanno dimensione in-
finita, mentre esistono varietà lisce, pur con la
stessa dimensione, che sono solo localmente dif-
feomorfe. Ciò sembra indicare che uno spazio
classicoM , ottenuto come dequantizzazione di
un sistema quantistico, dipenda non solo da H
(nel senso che lo spazio degli stati puri di un
sistema quantistico non origina, attraverso un
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processo di limite, lo spazio degli stati puri di un
sistema classico) quanto anche da una specifica
classe di osservabili per il sistema quantistico e
dalla loro evoluzione temporale.

Naturalmente, una ulteriore questione: rispet-
to a quali grandezze introdurre un concetto di
limite classico (quindi non commutativo) di una
sistema quantistico? Quanto tale concetto è ge-
nerale, e può valere per classi di sistemi fisici?
Tale limite va inteso lungo una scala di azioni
(con unità di misura in ℏ), o lungo una scala di
energie (il parametro n di cui parlava Bohr), o
una scala di lunghezze (la distanza tra due punti
materiali, ad esempio elettroni o atomi carichi)?

Ancora: ogni sistema quantistico deve neces-
sariamente avere un limite classico? Più in det-
taglio: ogni osservabile quantistico deve neces-
sariamente avere un osservabile classico come
opportuno limite? In che modo interpretare il
limite classico per sistemi quantistici il cui spazio
di HilbertH ha dimensione finita, problema oggi
che ha interesse teorico e sperimentale notevole,
alla luce della teoria geometrica dell’informazio-
ne e della computazione? Cosa significa studiare
il problema del limite classico per sistemi a mol-
ti corpi, che manifestano comportamenti molto
peculiari a seconda che i singoli componenti se-
guano statistiche bosoniche o fermioniche? Che
ruolo ha, in tali sistemi, la temperatura come
scala per definire un limite classico; e più in ge-
nerale: in che significato il limite classico emerge
in termini dinamici, attraverso l’interazione con
un ambiente?

Risulta evidente che un’analisi generale che
risponda a tali domande sia più che ardua, e su-
pera gli scopi di questa nota. Pur ritenendo inte-
ressante, e concettualmente appropriato studiare
il problema del limite classico a partire da un sin-
golo sistema quantistico o da famiglie di sistemi
analoghi, ciò che ci proponiamo nelle prossime
pagine è di descrivere alcune questioni legate al
limite classico dal punto di vista delle strutture
geometriche utilizzate per descrivere i sistemi
quantistici, in questo seguendo la linea tracciata
proprio da Dirac e citata nell’introduzione.

3. Il limite classico della
meccanica quantistica nel
formalismo à la Weyl-Wigner

Tra le questioni che abbiamo evidenziato nelle
righe precedenti vi è quella di comprendere co-
me sia possibile ottenere un’algebra commutati-
va come un opportuno limite di un’algebra non
commutativa. Il formalismo à la Weyl-Wigner
che descriviamo in questa sezione fornisce una ri-
sposta a tale questione. Esso risulta fondato sulla
nozione di struttura simplettica, e più in generale
di struttura di Poisson su uno spazio classico, e
permette perciò anche di definire un limite clas-
sico per l’evoluzione temporale di un’osservabile
quantistico. Questo è il motivo per cui la nostra
descrizione di tale formalismo inizia proprio in-
troducendo la nozione di varietà di Poisson e di
varietà simplettica.

Nella sezione precedente abbiamo già incon-
trato la celebre relazione di commutazione (12)
tra le osservabili momento e posizione per un
sistema quantistico per cui H è dato dalle fun-
zioni a quadrato sommabile su una retta. Parten-
do da essa, nel suo studio [14] sulle equazioni
fondamentali della meccanica quantistica (in cui
esprime le cosiddette quantum conditions), Dirac
scrive

“Consideriamo ora a cosa l’espressione
xy − yx corrisponda nella teoria clas-
sica. [...] la differenza del prodotto
di Heisenberg di due quantità (quan-
tistiche) è uguale al prodotto di ih/2π
per l’espressione della loro parentesi di
Poisson. In simboli,

xy − yx = iℏ{x, y}′′. (15)

In questa espressione Dirac osserva in primis
che ci sono osservabili quantistiche, il cui com-
mutatore (il prodotto di Heisenberg) è un multi-
plo dell’identità, e pertanto commuta con ogni
altro osservabile quantistico. In virtù di ciò, in se-
guito, introduce una relazione tra tale commuta-
tore e la parentesi di Poisson tra le corrispondenti
osservabili classiche. In linguaggio piùmoderno,
tale espressione suggerisce che la dequantizza-
zione proceda dall’identificazione di opportune
algebre di Lie di operatori quantistici (vedi la
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(9)-(10)), e che per esse si identifichi, in un op-
portuno spazio classico, che a tale algebra di Lie
corrisponda un insieme di osservabili classici le
cui parentesi di Poisson sono analoghe alle re-
lazioni di commutazione quantistiche, a meno
del fattore in ℏ. Questo, ancora, suggerisce che
tale corrispondenza possa interpretarsi come un
limite per ℏ → 0.

Per analizzare il limite classico della struttura
di commutatore, richiamiamo brevemente cosa
sia una struttura di Poisson su una varietà liscia.

Una parentesi di Poisson su uno spazio F(M)

di funzioni opportunamente regolari suM è una
struttura geometrica definita da

{ , } : F(M) × F(M) → F(M)

tale che

{f, f ′} = −{f ′, f},
{f + f ′, g} = {f, g} + {f ′, g},
{f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0

{f f ′, g} = f{f ′, g}+ {f, g}f ′
(16)

rispetto alla somma e al prodotto puntuale in
F(M). L’analogia con il commutatore in Op(H)

è chiara, le prime tre relazioni indicano che si
ha una algebra di Lie (infinito dimensionale) su
F(M), e si manifesta notando ulteriormente che
la corrispondenza f 7→ {f, h} è una derivazione
in F(M) che dipende da h. Diviene allora natu-
rale definire che una dinamica classica espres-
sa in termini infinitesimi da un campo vettoria-
le δ ∈ X(M) abbia una descrizione à la Poisson
se suM esiste una parentesi di Poisson ed una
funzione h (detta Hamiltoniana) per cui

df

dt
= δ(f) = {f, h}. (17)

Se M = T ∗Q è lo spazio delle fasi (il fibrato
cotangente) corrispondente ad uno spazio delle
configurazioniQ, in cui le coordinate {qa}a=1,...,d

su Q rappresentano le posizioni e le coordinate
{pb}b=1,...,d sulla fibra rappresentano i momenti,
esiste una struttura di Poisson canonica data da

{qa, pb} = δab , (18)

e tale relazione mostra una chiara analogia con
l’espressione quantistica data dal commutato-

re in (12). Per una varietà lisciaM con coordi-
nate locali {xa}a=1,...,dimM , il tensore di Poisson
risulta essere un bivettore caratterizzato da

{xa, xb} = Λab

che soddisfa 18

Λck∂kΛ
ab + Λak∂kΛ

bc + Λbk∂kΛ
ca = 0

(l’identità di Jacobi) e Λab = −Λba, e fornisce

{f, f ′} = Λab
∂f

∂xa
∂f ′

∂xb
.

Quando la matrice Λab(x) è invertibile per ogni
x ∈ M , ad essa corrisponde una struttura sim-
plettica suM , data da una 2-forma che assume
l’espressione locale

ω = ωabdx
a ∧ dxb

con Λabωbc = −δac . Tale forma risulta non dege-
nere per costruzione, mentre l’identità di Jacobi
soddisfatta dal tensore di Poisson implica che sia
chiusa, ovvero dω = 0. Nel caso in cuiM = T ∗Q,
la parentesi di Poisson canonica corrisponde alla
nota 2-forma simplettica

ω = dqa ∧ dpb. (19)

Se (M,ω) è una varietà simplettica, un campo
vettoriale δ ∈ X(M) (ovvero il generatore infini-
tesimo di una dinamica) risulta Hamiltoniano se
e solo se esiste una funzione h per cui

iδω = dh

in termini dell’operatore di contrazione. Su
(M = T ∗Q,ω = dqa ∧ dpb) le equazioni del mo-
to relative ad una dinamica Hamiltoniana (con
Hamiltoniana h) assumono la forma

dqa

dt
= {qa, h} =

∂h

∂pa
dpa
dt

= {pa, h} = − ∂h

∂qa
. (20)

Tali equazioni descrivono l’evoluzione temporale
infinitesima degli stati puri19 suM = T ∗Q.
18In questa nota assumiamo che il simbolo di sommato-

ria sia implicito se nell’espressione sono presenti indici
ripetuti.

19Per circostanziare un’osservazione precedente, conside-
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Riprendiamo l’analisi del problema della de-
quantizzazione seguendo la linea di Dirac, ed
assumiamo di avere un sistema quantistico a cui
corrisponde uno spazio di Hilbert H ed un in-
sieme di osservabili q̂a, p̂a con a = 1, . . . , N che
soddisfano le regole di commutazione canoniche,
ovvero per esse valgono

[q̂a, p̂b] = iℏδab 1. (21)

Quali sono le realizzazioni, più propriamente le
rappresentazioni di tali operatori? È immediato
osservare (Weyl lo scrive nel suo libro sulla mec-
canica quantistica) che, se N coppie di operatori
soddisfano la (21), allora H non può avere 20 di-
mensione finita; ancora, è possibile dimostrare
(teorema di Wintner) che gli operatori autoag-
giunti che realizzano le regole di commutazione
canoniche non sono limitati su H, e quindi sono
definiti su domini eventualmente densi inH, ma
che non coincidono conH. Un modo per rappre-
sentare tali operatori evitando una analisi dei do-
mini è quella di considerare opportuni gruppi ad
un parametro di operatori unitari suH, di cui essi
risultino generatori infinitesimi. Nell’approccio
à la Weyl, si considerano perciò (ci limitiamo
al caso N = 1 per non appesantire la notazio-
ne) gruppi ad un parametro U(s), V (t) ∈ U(H),
con s, t ∈ R, che siano continui nella topologia
operatoriale e soddisfino le relazioni

U(s)V (s′) = eiss
′/ℏV (s′)U(s). (22)

Richiamando il teorema di Stone, si vede che se
p̂ è il generatore infinitesimo di

U(s) = eisp̂/ℏ

riamo il caso di uno stato non puro ρ, che si può de-
scrivere attraverso la misura dµρ = ρ̃dm rispetto alla
misura simplettica dm = dq1∧ . . .dqn∧dp1∧ . . .dpn =
ω ∧ · · · ∧ ω = ω∧n. La misura simplettica risulta inva-
riante lungo una dinamica Hamiltoniana, ed il fattore
ρ̃ = ρ̃(q, p, t) si evolve secondo l’equazione di Liouville
data da

∂ρ̃

∂t
= −{ρ̃, h}.

20Se si avesse dim H = d finita, allora q̂, p̂ sarebbero rappre-
sentati da matrici di rango finito. Dalla ciclicità dell’ope-
razione di Traccia, si avrebbe che Tr([q̂a, p̂b] = 0 = iℏd,
che è assurdo.

e q̂ è il generatore infinitesimo di

V (s′) = eis
′q̂/ℏ,

si ha q̂ = q̂† e p̂ = p̂†, e tali generatori soddisfano
le regole di commutazione canoniche. Il caso più
noto di realizzazione di tali gruppi ad un para-
metro è detta rappresentazione di Schrödinger.
Per essa, si haH = L2(R, dx), e su tale spazio si
definiscono

U(s) : ψ(x) 7→ ψ(x+ s),

V (s′) : ψ(x) 7→ e−ixs
′/ℏψ(x)

(23)

che soddisfano la (22). Per i generatori
infinitesimi abbiamo

U(s) = eisp̂ℏ : (p̂ψ)(x) = −iℏdψ
dx

V (s′) = eis
′q̂ℏ : (q̂ψ)(x) = xψ(x)

(24)

Il teorema di Stone - von Neumann permette
anche di analizzare l’unicità di tale realizzazio-
ne. È infatti possibile dimostrare che ogni altra
rappresentazione irriducibile dei gruppi a un pa-
rametro che soddisfano le regole di commutazio-
ne canoniche (22) è unitariamente equivalente
a quella di Schrödinger (tale risultato rivestì an-
che una notevole importanza, poiché permise
di dimostrare l’equivalenza tra la formulazione
tra la meccanica delle matrici à la Heisenberg e
quella in termini di operatori differenziali à la
Schrödinger).

Dagli operatori (22) possiamo definire l’ope-
ratore unitario

D(s, s′) = U †(s)V (s′)e−iss
′/2ℏ

ψ(x) 7→ e
i
2ℏ (ss

′−2xs′)ψ(x− s) (25)

su H = L2(R, dx). Se interpretiamo s, s′ come
un sistema di coordinate globali su R2, per cui
scriviamo un vettore v = (s, s′) ∈ R2, vediamo
che tale operatore soddisfa

D(v1)D(v2)D
†(v1)D

†(v2) = eiω(v1,v2)/ℏ, (26)

rispetto alla struttura simplettica canonica ω =

ds ∧ ds′. Per tali operatori si ha

D(v1 + v2) = eiω(v1,v2)/2ℏD(v1)D(v2) : (27)

essi danno una rappresentazione unitaria pro-
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iettiva del gruppo delle traslazioni (R2,+) su H,
ed il fattore proiettivo dipende dalla struttura
simplettica canonica per R2. Gli operatoriD(v)

si dicono operatori di displacement, e danno un
sistema di Weyl.

Notiamo inoltre che l’estensione al casoN > 1

finito è immediato, suH = L2(RN , dx). L’origine
di tale spazio di Hilbert risulta naturale osservan-
do ancora l’espressione (27). Essa mostra che, se
v1 e v2 appartengono allo stesso sottospazio La-
grangiano diR2 rispetto alla struttura simplettica
ω, gli operatori corrispondenti commutano e han-
no come spettro comune proprio il sottospazio
Lagrangiano RN che compare inH.
Come si vede, una realizzazione irriducibile

delle regole di commutazione canoniche porta
ad un sistema di Weyl per lo spazio vettoriale
R2 che si può naturalmente identificare con lo
spazio delle fasi T ∗R (o con T ∗RN a dimensioni
superiori). Questa identificazione risulta molto
interessante, e permette di studiare altri aspet-
ti della dequantizzazione di un sistema quanti-
stico. Per illustrarli, notiamo che, attraverso gli
operatori di displacement (25) per N > 1, si
può definire su un dominio opportuno, la corri-
spondenza (solitamente detta mappa di Wigner)
W : Op(H) → F(R2N ) data da

WA(z) =

∫
R2N

dw

(2πℏ)N
e−iω(w,z)/ℏ Tr[AD†(w)]

in cui abbiamo denotato con z = (q, p) le coor-
dinate su T ∗RN e con w le sue coordinate duali
secondo Fourier. Tale corrispondenzaW associa
ad un operatoreA suH il suo simbolo à laWigner
WA ∈ F(R2N ). Tale corrispondenza risulta iniet-
tiva (con inversa detta mappa di Weyl), e quindi
si può definire l’algebra (non commutativa) di
Moyal come lo spazio dei simboli di Wigner (il
codominio diW in F(R2N )) attraverso

(WA ∗WB)(z) =WAB(z), (28)

con AB il prodotto operatoriale. Si può
dimostrare che ([15, 16, 17])

(f ∗ g)(x) =
1

(πℏ)2N

∫ ∫
dudv f(x+ u)

g(x+ v) e−2iω(u,v)/ℏ (29)

se f, g ∈ S(R2N ), lo spazio delle funzioni di

Schwartz in R2N . Ciò significa che nello spazio
vettoriale S(R2N ) abbiamo sia il prodotto com-
mutativo puntuale che il prodotto di Moyal, che
risulta non locale e non commutativo, in quanto
traduce il prodotto operatoriale. Lo spazio delle
funzioni di Schwartz è però non sufficiente per
rappresentare molte osservabili di un sistema fi-
sico: si pensi alla funzione unità, o ad esempio
alle posizioni e ai momenti, che sono funzioni
lineari qa, pb. Un’analisi più raffinata ci permet-
te di risolvere questo problema. Attraverso le
proprietà della misura, è possibile estendere il
prodotto di Moyal dapprima allo spazio delle
distribuzioni temperate S ′(R2N ) e poi a quello
dei moltiplicatori, ovvero

Mℏ
L = {T ∈ S ′(R2N ) :

T ∗ f ∈ S(R2N )∀ f ∈ S(R2N )}
Mℏ

R = {T ∈ S ′(R2N ) :

f ∗ T ∈ S(R2N )∀ f ∈ S(R2N )};

l’intersezione Mℏ = Mℏ
L ∩ Mℏ

R risulta una ∗-
algebra con unità che contiene i polinomi, le on-
de piane, le distribuzioni delta di Dirac e le sue
derivate. Come si vede, il prodotto di Moyal di-
pende da ℏ, così come quindi l’algebra Mℏ. La
condizione

lim
ℏ→0

Mθ = OM

definisce l’insieme di ciò che possiamo chiamare
osservabili classiche suM = R2N , e che coincide
con lo spazio delle funzioni lisce a crescita po-
linomiale con tutte le loro derivate in R2N . Su
di esse, il prodotto di Moyal si scrive come una
serie asintotica in ℏ. Per N = 1, tale espressione
risulta data da

f ∗ g ∼ fg +
iℏ
2
{f, g}

+

∞∑
k=2

(
iℏ
2
)k

1

k!
Dk(f, g)

se ℏ → 0 (30)

in cuiDk è un operatore bidifferenziale di ordine
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k che si può scrivere come

Dk(f, g) =
∂kf

∂qk
∂kg

∂pk

−
(
k

1

)
∂kf

∂k−1q∂p

∂kg

∂k−1p∂q
+ . . .

+ (−1)k
∂kf

∂pk
∂kg

∂qk
. (31)

L’espressione (30) indica che il prodotto di
Moyal deforma quello puntuale, e si riduce ad
esso nel limite in cui ℏ → 0: in questo senso, il
formalismo che stiamo descrivendo permette di
descrivere l’algebra delle osservabili quantistiche
e l’algebra delle osservabili classiche sullo stesso
spazio vettoriale, con il prodotto operatoriale che
si scrive come un prodotto non commutativo e
non locale. Nel limite per ℏ → 0, la struttura
algebrica del sistema quantistico che consideria-
mo si riduce a quella classica. In essa si osserva
che primo termine di deformazione è dato dal-
la parentesi di Poisson associata alla struttura
simplettica ω suR2N ; i terminiDk(f, g) risultano
simmetrici in f ↔ g per k pari, antisimmetrici
per k dispari. Ne segue che antisimmetrizzare il
prodotto conduce al commutatore à la Moyal,

[f, g]ℏ = f ∗ g − g ∗ f = iℏ {f, g}

+

∞∑
s=1

2

(2s+ 1)!(
iℏ
2

)2s+1

D2s+1(f, g) : (32)

tale commutatore deforma la parentesi di
Poisson su R2N , e si ha

{f, g} = lim
ℏ→0

1

iℏ
(f ∗ g − g ∗ f). (33)

In questo senso, osserviamo che la struttura
di Poisson si ottiene all’interno del formalismo
à la Moyal come un opportuno limite del com-
mutatore, e questo pone la frase di Dirac (15) in
un contesto matematicamente meno formale. In
particolare, per le funzioni coordinate si ha

[qa, qb]ℏ = 0,

[pa, pb]ℏ = 0,

[qa, pb]ℏ = iℏδab ,

e per le funzioni che sono polinomi in q, p di

grado non superiore a 2 si ha proprio la (15)

[f, g]ℏ = iℏ{f, g}. (34)

È interessante osservare che il formalismo à la
Weyl-Wigner che stiamodescrivendo permette di
analizzare anche il limite classico della dinamica,
(ovvero dell’evoluzione temporale) di un siste-
ma quantistico. L’evoluzione temporale quanti-
stica viene descritta da un gruppo ut = eitĤ/ℏ

di operatori unitari su H, con generatore autoag-
giunto Ĥ = Ĥ†. All’evoluzione temporale di
un’osservabile autoaggiunto â ∈ Op(H) dato
da (4) â = u†(t)âut corrisponde, attraverso la
mappa di Weyl, l’evoluzione temporale del suo
simbolo, dato da

a(t) = u†t ∗ a ∗ ut (35)

con ut = exp−itH/ℏ in cui l’esponenziazione
è rispetto al prodotto di Moyal. La versione
infinitesima di tale relazione si scrive come

da

dt
=

i

ℏ
[a,H]ℏ (36)

che, nel limite per ℏ → 0, mostra che l’evoluzione
temporale quantistica si riduce ad una evoluzio-
ne temporale Hamiltoniana su T ∗RN con una op-
portuna funzione HamiltonianaH che è il limite
per ℏ → 0 del simbolo di Weyl dell’operatore
Hamiltoniano quantistico Ĥ .

A conclusione di questa sezione, osserviamo
che se si simmetrizza il prodotto di Moyal si
ottiene un prodotto di Jordan, che scriviamo
come

f ⊙ g =
1

2
(f ∗ g + g ∗ f)

= fg − ℏ2

8
D2(f, g) + o(ℏ4). (37)

Diversamente da ciò che accade per l’espressione
antisimmetrica in (32), è possibile dimostrare
che nessun troncamento ad un ordine finito in ℏ
della serie asintotica (37) risulta in un prodotto
di Jordan, che quindi non si può ottenere come
una opportuna approssimazione di quello à la
Moyal [18].
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3. Sulla quantizzazione di una
dinamica classica attraverso il
formalismo à la Weyl-Wigner

Il formalismo à la Weyl-Wigner, che noi abbiamo
presentato nell’ottica della dequantizzazione di
una dinamica quantistica, è stato analizzato an-
che nell’ottica della quantizzazione di una dina-
mica classica. Ne descriviamo brevemente alcuni
aspetti, a complemento della descrizione prece-
dente, per mostrare come il problema del limite
classico sia legato a quello della quantizzazione.

In particolare, osserviamo che la rappresenta-
zione di Schrödinger di un sistema di Weyl per
lo spazio simplettico (R2, ω = dq ∧ dp) fornisce
un esempio di immersione di uno spazio delle
configurazioni classico Q = R in uno spazio di
HilbertH = L2(Q = R,dx), in virtù del fatto che
ogni elemento x ∈ R fornisce un elemento di una
base, in senso generalizzato, di H per cui si ha
una risoluzione dell’identità 21

1 =

∫
R
dx|x⟩⟨x| (38)

da cui uno scrive

|ψ⟩ =

∫
R
dx|x⟩ψ(x) (39)

con ⟨x|ψ⟩ = ψ(x). Gli stati puri si possono descri-
vere in termini di funzioni d’onda normalizzate
ψ(x) a cui corrispondono densità di probabilità
date dal prodotto ψ∗(x)ψ(x) = ⟨x|ψ⟩⟨ψ|x⟩. In
tale realizzazione, gli osservabili momento corri-
spondono a operatori di derivazione, e l’evolu-
zione si può scrivere in termini di una equazione
d’onda iℏψ̇ = Ĥψ in termini di un operatore dif-
ferenziale Ĥ il cui simbolo di Weyl coincide con
una funzione Hamiltoniana classica di una data
dinamica.
Il formalismo à la Weyl-Wigner-Moyal è sta-

to studiato all’interno del problema più genera-
le della quantizzazione per deformazione di
una varietà simplettica (M,ω) (vedi [19, 20, 21]),
e ancor più in generale della quantizzazione per
deformazione di una varietà di Poisson (M,Λ)

[22].
21Notiamo che tale risoluzione, con parte discreta o con-

tinua vale, seguendo Dirac, una volta scelto Q come
spettro comune di un insieme massimale di osservabili
che commutano suH.

All’interno di tale formalismo è noto che diffe-
renti realizzazioni della mappa di Weyl fornisco-
no diverse corrispondenze tra operatori e simbo-
li, e che queste corrispondenze danno una for-
mulazione del problema dell’ordinamento nella
quantizzazione 22. Una classe di esempi interes-
santi viene da una immediata generalizzazione
della definizione di sistema diWeyl per il gruppo
abeliano (V = R2N ,+). Rispetto alla definizio-
ne posta in (26), si possono considerare sistemi
di Weyl definiti come rappresentazioni unitarie
proiettive di (R2N ,+) per cui

DS(v1 + v2) = eiϕ(v1,v2)/ℏDS(v1)DS(v2) (40)

in cui il fattore di faseϕ : V ×V → R è un bilinea-
re 23 che non è necessariamente antisimmetrico,
e che scriviamo come

ϕ(v1, v2) = ω(v1, v2) + S(v1, v2) (41)

con S(v1, v2) = S(v2, v1). È possibile dimostrare
(vedi [23]) che, rispetto al caso di un fattore pro-
iettivo puramente simplettico dato da (26) (che
corrisponde al caso S = 0), si ha

DS(v) = D(v)eiS(v,v)/4ℏ,

e che ad esso corrisponde una ben definita map-
pa di Weyl-Wigner che permette un corrispon-
denza fra operatori suH e simboli inF(R2N ). Ri-
spetto all’ordinamento, si vede che se T ∗Q = R2

con ω = dq ∧ dp, la scelta S = 0 fornisce una
quantizzazione

f = qp 7→ f̂ =
1

2
(q̂p̂+ p̂q̂)

in termini degli operatori canonici nella rappre-
sentazione (24) à la Schrödinger. Il fattore di fase

22Ci stiamo riferendo al cosiddetto problema dei diversi
ordinamenti nella quantizzazione. La funzione classica
qp su R2 corrisponde in principio al limite per ℏ → 0
delle diverse (tra molte altre) espressioni operatoriali
αq̂p̂+ (1− α)p̂q̂, con α ∈ R.

23La richiesta che DS : V → U(H) sia una rappresen-
tazione proiettiva implica che il fattore di fase debba
soddisfare una condizione di cociclo data da

ϕ(v1, v2 + v3) + ϕ(v2, v3) = ϕ(v1, v2) + ϕ(v1 + v2, v3)

∀ v1, v2, v3 ∈ V.

Tale condizione è soddisfatta da funzioni ϕ bilineari.
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S = 2dq ⊗ dp fornisce una quantizzazione

f = qp 7→ f̂ = p̂q̂

ed un prodotto à la Moyal dato da

f ∗S g =
∞∑
k=0

(−iℏ)k

k!

∂kf

∂qk
∂kg

∂pk
, (42)

mentre il fattore S = −2dq ⊗ dp dà

f = qp 7→ f̂ = q̂p̂.

ed un prodotto di Moyal

f ∗S g =

∞∑
k=0

(iℏ)k

k!

∂kf

∂pk
∂kg

∂qk
. (43)

Questi casi forniscono degli esempi di risultati
più generali che si possono provare (vedi [20]).
Per i prodotti à la Moyal ottenuti da sistemi di
Weyl del tipo (40), e che sono detti pesati, si ha
ancora

{f, g} = lim
ℏ→0

− i

ℏ
(f ∗S g − g ∗S f),

rispetto alla parentesi di Poisson relativa alla
struttura simplettica ω. Ancora una volta, inol-
tre, nessun troncamento della serie asintotica del
prodotto simmetrizzato ad un ordine finito in
ℏ fornisce una struttura di Jordan. Tutti i pro-
dotti deformati ottenuti a partire da sistemi di
Weyl del tipo (40) con un fattore proiettivo (41)
con lo stesso termine antisimmetrico legato al-
la struttura simplettica ω risultano equivalenti,
nel senso che esiste una trasformazione inverti-
bile TS : F(R2N ) → F(R2N ) – che dipende dal
bilineare simmetrico S – per cui

TS(f ∗ g) = (TSf) ∗S (TSg).

Questo risultato indica ancor più chiaramente
che, sebbene il prodotto di Moyal, in quanto as-
sociativo e non commutativo, dia origine ad un
commutatore e ad unprodotto di Jordan, nel limi-
te classico formulato secondo ℏ → 0 queste due
strutture hanno comportamenti profondamente
diversi.
Il problema della quantizzazione e del limite

classico è stato parallelamente analizzato all’in-
terno della fomulazione tomografica della mec-
canica quantistica (vedi [24]), ed anche nella pro-

spettiva dello studio della dinamica quantistica
scritta in termini di stati coerenti generalizzati
[25]. Un esempio interessante in tal senso è dato
considerando (vedi [26]) una varietà lisciaM ed
una forma di volume che scriviamo come dµM .
Nello spazio di Hilbert H = L2(M,dµM ) con-
sideriamo un insieme ortonormale {ϕn}n∈N per
cui 0 < k(m) =

∑
n |ϕn(m)|2 <∞. Indicando i

vettori ϕn ∼ |n⟩, definiamo

|m⟩ =
1√
k(m)

∑
n

ϕ∗n(m)|n⟩;

tali vettori |m⟩ risultano normalizzati, ovvero
⟨m|m⟩ = 1, ma non ortogonali fra di loro, e for-
niscono una risoluzione dell’identità (in questo
senso generalizzando la nozione di stati coerenti)∫

M
dµM k(m)|m⟩⟨m| = 1

su H. Attraverso questo sistema di stati coerenti
generalizzati, che forniscono ancora una immer-
sione diM inH, possiamo trasformare un opera-
tore A ∈ Op(H) in un simbolo fA ∈ F(M) dato
da

fA(m) = ⟨m|A|m⟩; (44)
questa corrispondenza si può invertire attraverso
una quantizzazione data da

F(M) ∋ f 7→

Af =

∫
M

dµMk(m)f(m)|m⟩⟨m|. (45)

Attraverso la scelta M = R2 (con coordinate
(q, p) che identificanoR2 ≃ C secondo z = q+ip)
con il volume dµM = dq ∧ dp/2πℏ e

ϕn(z) = e−|z|2/2ℏ z∗√
ℏn!

possiamo definire

|z⟩ =
∑
n

e−|z|2/2ℏ
√
ℏn!

zn|n⟩

ed abbiamo gli stati coerenti nella rappresenta-
zione à la Fock dello spazio di HilbertH. Per essi
si ha∫

C
d2z

1

ℏπ
|z⟩⟨z| = 1,

⟨z|z′⟩ = e−|z−z′|2/2ℏeiω(z,z
′)/ℏ
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rispetto alla struttura simplettica standard su R2.
La mappa di quantizzazione

f(z, z∗) 7→
∫
R2

dz ∧ dz∗

ℏπ
f(z, z∗)|z⟩⟨z|

dà operatori simmetrici se f = f∗, limitati se f
è limitata, autoaggiunti (attraverso l’estensione
di Friedrichs) se f è reale e semi-limitata. Alle
funzioni coordinate z, z∗ corrispondono gli ope-
ratori di distruzione e di creazione nello spazio di
Fock, dati come

Az = â ; â|n⟩ =
√
ℏn|n− 1⟩,

Az∗ = â† ; â†|n⟩ =
√
ℏ(n+ 1)|n+ 1⟩

con la regola di commutazione [â, â†] = ℏ1.

4. Dall’equazione di Schrödinger
alla equazione di
Hamilton-Jacobi

Uno degli aspetti più interessanti in cui la de-
scrizione classica differisce da quella quantistica
sorge immediatamente dal confronto tra l’equa-
zione di Schrödinger (7) e le equazioni del moto
classico (11). Lo spazioH è uno spazio vettoriale
lineare e complesso, le equazioni dell’evoluzione
quantistica sono lineari; la dinamica classica è
non lineare su uno spazio di supportoM che non
è necessariamente uno spazio lineare. Anche ne-
gli esempi, notevoli per le applicazioni fisiche,
di dinamiche classiche in cuiM ≃ Rd, le equa-
zioni del moto sono in generale non lineari 24.
Sin dalla introduzione della meccanica quantisti-
ca, l’assunzione che le funzioni d’onda ψ siano
ampiezze di probabilità, ed elementi di uno spa-
zio vettoriale complessoH, è stata invocata come
un elemento costitutivo in quanto in grado di
descrivere matematicamente i fenomeni di inter-
24Tra gli esempi, consideriamo il caso in cui la varietà M

coincide con TQ, il fibrato tangente di uno spazio delle
configurazioni Q = Rn i cui punti q rappresentano le
posizioni e le cui coordinate di fibra rappresentano le
velocità v. Una dinamica δ ∈ X(TQ) ha una formula-
zione Newtoniana se l’evoluzione descritta da δ risulta
in

q̇a = va, v̇a = F a.

Se la forzaF è una funzione lineare di posizione e veloci-
tà (come – inter alias – nel caso dell’oscillatore armonico,
con F a = −ω2qa o della particella libera, con F a = 0),
allora la dinamica è lineare.

ferenza e diffrazione osservati sperimentalmente,
insieme all’assunto ulteriore che le densità di pro-
babilità corrispondono ai quadrati delle ampiez-
ze, e che tali ampiezze si possono linearmente
sovrapporre.

Il problema di comprendere come sia possibi-
le ottenere una descrizione non lineare a partire
da una lineare era stato affrontato storicamente
già da Schrödinger stesso. Caratterizzando gli
stati coerenti presentati nella sezione precedente
come quelli su cui le relazioni di indeterminazio-
ne assumono il valore minimo possibile, aveva
osservato che tale insieme non è una sottovarietà
lineare in H e che purtuttavia risulta stabile ri-
spetto all’evoluzione quantistica di una opportu-
na classe di sistemi. Questo aspetto risulta anche
in meccanica classica, in cui si possono esibire
esempi notevoli di sistemi lineari la cui riduzione
rispetto a sottovarietà non lineari fornisce sistemi
integrabili nel senso di Arnold - Liouville 25.

Invero, una prima naturale osservazione sulla
questione della linearità della descrizione quan-
tistica viene richiamando ciò che Dirac scrisse a
tal proposito

“...la sovrapposizione in meccanica
quantistica ha una natura essenzialmen-
te diversa da quella che si verifica nel-
le teorie classiche, come si può vedere
considerando che il principio di sovrap-
posizione quantistico richiede indeter-
minazione nei risultati al fine di avere
una interpretazione fisica coerente coi
risultati sperimentali.”

Nelle teorie quantistiche, quindi, l’aspetto
strutturalmente cruciale sembra essere una rego-
la di sovrapposizione per gli stati, non necessa-
riamente legata ad una struttura lineare, e che
tale sovrapposizione sia coerente con le relazioni
di indeterminazione, che sembrano legate (ve-
di la (1)) alla non commutatività della compo-
sizione fra osservabili. Questa osservazione è
legata anche al fatto che lo spazio degli stati pu-
ri è, come abbiamo visto, il proiettivo comples-
so P(H) = H0/C0 (eventualmente a dimensio-
ne infinita), e che tale spazio quoziente risulta
25Per essi, rimandiamo il lettore allo studio dei sistemi di

Calogero - Moser dal punto di vista della meccanica
quantistica, come in [27, 28]
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in una varietà (eventualmente a dimensione in-
finita), non uno spazio lineare. In quest’ottica
sembra quindi naturale studiare se in tale spazio
degli stati puri esista una nozione di sovrapposi-
zione compatibile con l’evoluzione quantistica,
evolvendo un’analisi iniziata in [29], e parimenti
analizzare, all’interno del formalismo classico,
dinamiche non lineari nel cui spazio delle solu-
zioni esista una regola di sovrapposizione, per
cui da due soluzioni se ne ottiene una terza, co-
me ad esempio nell’equazione di Riccati e più in
generale nei cosiddetti sistemi di Lie-Scheffers
[30].
Queste considerazioni si rivelano invero lega-

te più ad uno studio dei fondamenti di una de-
scrizione geometrica della meccanica quantistica
e delle relazioni fra la meccanica quantistica la
meccanica classica, che al problema del limite
classico di una dinamica quantistica. Per ripren-
dere la nostra analisi sul limite classico di un
sistema quantistico, osserviamo che l’equazione
di Schrödinger è il punto di partenza di un inte-
ressante percorso di dequantizzazione. Questo
percorso evidenzia una relazione tra la linearità
delle equazioni della dinamica quantistica e la
non linearità delle equazioni di una dinamica
classica.
Questo cammino inizia considerando una va-

rietà Q liscia e orientabile, su cui è definito un
tensore metrico che scriviamo come

g = gabdq
a ⊗ dqb

rispetto ad un sistema di coordinate locali
{qa}a=1...,N=dimQ. Se f ∈ F(Q) è una fun-
zione opportunamente regolare, il gradiente
∇f ∈ X(Q) è il campo vettoriale che soddisfa
la condizione

g−1(df, α) = i∇fα (46)

per ogni 1-forma α suQ, e l’operatore di Laplace-
Beltrami è dato da

∆ϕ = div(∇ϕ),

in cui la divergenza di un campo vettoriale X
su Q è definita da LXτ = (divX)τ rispetto ad
una forma di volume 26 τ su Q. Consideriamo
26Sebbene la divergenza di un campo vettoriale X possa

essere definita per ogni dato volume τ che dia una orien-

il sistema quantistico descritto dall’evoluzione
temporale della funzione d’onda ψ = ψ(q, t) ∈
H = L2(Q, τ) secondo l’equazione di Schrödin-
ger relativa ad una particella di massa m in Q
soggetta ad un potenziale V (q) è data da27

iℏ
∂ψ

∂t
= Ĥψ = − ℏ2

2m
∆ψ + V (q)ψ. (47)

Visto che ψ assume valori in C, possiamo
scriverla in termini di un’ampiezza e di una fase,

ψ(q, t) = A(q, t)eiS(q,t)/ℏ (48)

in cui A,S sono funzioni a valori reali. L’equa-
zione di Schrödinger dà origine a

∂A

∂t
+

1

m
∇A · ∇S +

1

2m
A∆S = 0,

A

(
∂S

∂t
+

1

2m
∇S · ∇S + V (q)

)
=

ℏ2

2m
∆A

(49)
in cui intendiamo, come prodotto scalare di due
gradienti, l’espressione

∇f · ∇g = g(∇f,∇g) = g−1(df,dg). (50)

La prima relazione in (49) fornisce una equa-
zione di continuità per la densità di probabilità
ρ = A2 ed il vettore corrente ∇S/m, che si può
scrivere come

∂ρ

∂t
+

1

m
div(ρ∇S) = 0 (51)

e che dipende dall’autoaggiuntezza dell’operato-
re Hamiltoniano Ĥ in (47), o equivalentemente
dall’unitarietà della dinamica quantistica.
Nella regione in cui A(q, t) ̸= 0, la seconda

equazione in (49) si può scrivere come

∂S

∂t
+

1

2m
∇S ·∇S + V (q)− ℏ2

2m

∆A

A
= 0. (52)

Essa è l’equazione di Hamilton-Jacobi [31, 32] ri-
spetto alla struttura simplettica canonica su T ∗Q

con Hamiltoniana classica

H =
1

2m
gabpapb + V (q) − ℏ2

2m

∆A

A
(53)

tazione a Q, si considera, se su Q si ha una metrica g, la
forma di volume τ =

√
det[gab]dq1 ∧ · · · ∧ dqN .

27Osserviamo che il potenziale V (q) deve essere tale che
l’operatore Hamiltoniano Ĥ sia limitato dal basso.
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in cui l’energia potenziale ha un termine di origi-
ne quantistica, variabile nel tempo t, che dipende
da ℏ. Vediamo quindi che l’equazione di Schrö-
dinger, che è una equazione alle derivate parziali
lineare per la funzione d’onda ψ a valori com-
plessi, si può scrivere in termini di ampiezza e
fase come una coppia di equazioni alle derivate
parziali non lineari. Una di esse è una equazione
di continuità per la densità di probabilità; l’al-
tra è una equazione di Hamilton-Jacobi per la
funzione di fase S, ovvero

H(q,
∂S

∂q
, t) +

∂S

∂t
= 0

con Hamiltoniana (53). Il primo passo dell’ap-
prossimazione JWKB consiste nel trascurare, ri-
spetto al termine V (q), il termine potenziale che
dipende da ℏ e A, ovvero disaccoppiare, nelle re-
gioni in cui A ̸= 0, l’equazione per la fase dall’e-
quazione per l’ampiezza della funzione d’onda.
L’equazione che ne risulta è naturalmente

∂S

∂t
+

1

2m
∇S · ∇S + V (q) = 0, (54)

che scriviamo, per l’Hamiltoniana

H =
1

2m
gabpapb + V (q) (55)

indipendente dal tempo, come

H(q,
∂W

∂q
) = E (56)

per S = W − Et. Un integrale completo dell’e-
quazione di Hamilton-Jacobi nella forma (56),
ovvero una funzioneW (q, x) che dipende in mo-
do essenziale da un numero di parametri x pari
alla dimensione di Q per cui

det
∣∣∣∣ ∂2W

∂qa∂xa

∣∣∣∣ ̸= 0, (57)

permette di definire una trasformazione ca-
nonica su T ∗Q data da (q, p) 7→ (x, k)

con
pa =

∂W

∂qa
, ka =

∂W

∂xa
,

che riduce il sistema all’equilibrio, ovvero riduce
le equazioni del moto a ẋa = 0 e k̇a = 0. Al me-
desimo ordine di approssimazione, è possibile
dimostrare (vedi anche [33]), che la soluzione

per l’ampiezza A dall’equazione di continuità in
(49) è proprio

ρ = det
∣∣∣∣ ∂2W

∂qa∂xa

∣∣∣∣ ̸= 0, (58)

e che pertanto possiamo scrivere una soluzione
semiclassica all’ordine più basso in uno sviluppo
in ℏ come

ψ =
√
ρ eit(W−Et)/ℏ. (59)

È interessante osservare che, se ψ = AeiS/ℏ e
ψ̃ = ÃeiS̃/ℏ sono una coppia di soluzioni della
dinamica nell’approssimazione che stiamo con-
siderando (ovvero la condizione che permette di
trascurare in (53) è soddisfatta per entrambe le
ampiezze, indipendentemente) si ha che in ge-
nerale tale condizione di approssimazione non
vale per la somma ψ+ ψ̃. Inoltre si vede che, pur
nei casi in cui la condizione di approssimazio-
ne sia valida per la somma ψ + ψ̃, tale somma
non è necessariamente una soluzione dell’equa-
zione di Hamilton-Jacobi associata: la linearità
dell’equazione della dinamica quantistica non
si conserva nel limite semiclassico che dà una
dinamica classica Hamiltoniana descritta nella
formulazione di Hamilton-Jacobi.

4.1 Equazioni d’onda e formalismo à la
Hamilton-Jacobi

Le relazioni tra l’equazione di Schrödinger ed
il formalismo à la Hamilton-Jacobi che abbiamo
succintamente descritto permette alcune ulterio-
ri interessanti osservazioni, sia nell’ottica del li-
mite classico che della quantizzazione di una
dinamica classica.

Abbiamo visto che la teoria di Hamilton-Jacobi
venne ideata in [34] come metodo di soluzione
delle equazioni del moto nella formulazione Ha-
miltoniana. Se la funzione W = W (q, x) è un
integrale completo della (56), allora si considera-
no le equazioni differenziali ordinarie su Q date
da

dqa

dt
=

∂H

∂pa
|pa= ∂W

∂qa
: (60)

le relazioni

pa =
∂W

∂qa
|qa=qa(t), (61)
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in cui le funzioni qa(t) risolvono (60), danno un
insieme di curve integrali per le equazioni di
Hamilton relative alla Hamiltoniana H in (55)
con dati iniziali

(qa(0), pa(0)) =
∂W

∂qa
(q(0), x)). (62)

Un integrale completoW fornisce pertanto una
famiglia di equazioni differenziali ordinarie (che
corrispondono ai diversi valori assunti dalle va-
riabili x) suQ le cui soluzioni sono sufficienti, at-
traverso la (61), a dare soluzioni delle equazioni
di Hamilton su T ∗Q.
Relazioni simili appaiono nell’analisi geome-

trica di equazioni ondulatorie Dψ = 0 date dal-
l’azione di operatori differenziali iperbolici che
agiscono su una funzione d’onda ψ definita su
uno spazio delle configurazioni Q. Se ψ ha va-
lori complessi, la fase S di tale funzione d’onda
soddisfa la cosiddetta equazione caratteristica,
che nell’equazione d’onda data dall’operatore di
D’Alembert descrive la propagazione per fronti
d’onda. Essa risulta del tipo di Hamilton-Jacobi
per una funzione Hamiltoniana su T ∗Q in cui al-
le componenti del gradiente∇S corrispondono
le componenti dei momenti canonici. La proie-
zione suQ delle equazioni di Hamilton associate,
come in (60), fornisce le equazioni delle bicarat-
teristiche dell’operatore d’onda D. Nel linguag-
gio dell’ottica, esse descrivono l’evoluzione dei
raggi del sistema. Il metodo JWKB consiste, in
tale prospettiva, a considerare lo studio semiclas-
sico della dinamica quantistica come l’analogo
dello studio dell’ottica geometrica come appros-
simazione per l’ottica ondulatoria. Il confronto
in (52) tra V (q) ed il termine in ℏ∆A/2mA si
interpreta in modo analogo al confronto tra la
lunghezza d’onda di un onda elettromagnetica
e la scala di variazione dell’indice di rifrazione
del mezzo in cui si propaga.

Ancora: all’interno del formalismo che stiamo
descrivendo, ad una equazione d’ondaDψ = 0

in cui D è un operatore differenziale di ordine n
suQ, corrisponde una funzioneH (la (55)) a va-
lori reali su T ∗Q, dato da un polinomio di grado
n nelle coordinate momento p. Tale corrispon-
denza può essere letta come un ulteriore modo
di formalizzare una corrispondenza tra opera-
tori differenziali che agiscono su una funzione
d’onda, ed il proprio simbolo. Non è questo il

modo più generale per associare ad un opera-
tore differenziale su Q un simbolo, ovvero una
funzione definita su uno spazio a dimensione
doppia di quella di Q. Una analisi più ampia è
in [26, 32, 35].
Ai fini di questa nota, ci interessa sottolinea-

re che l’equazione di Schrödinger, scritta come
in (48), ha una approssimazione semiclassica
non lineare, descritta attraverso l’equazione di
Hamilton-Jacobi e una equazione di continuità
che è conseguenza dell’unitarietà dell’evoluzio-
ne quantistica. Che una teoria lineare (ovvero
la meccanica quantistica) abbia una approssima-
zione non lineare (ovvero la meccanica classica),
mentre le equazioni lineari appaiono in molti
problemi in fisica come approssimazioni (teorie
effettive) di equazioni non lineari, indica che lo
studio della meccanica quantistica obbliga ad un
cambio di prospettiva nella lettura delle relazioni
tra linearità e non linearità: un processo di unifi-
cazione sembra far emergere teorie più generali
e lineari, rispetto ad un processo di riduzione
[27, 6]. In quest’ottica, il problema della quan-
tizzazione di un sistema classico appare come
un problema in cui una dinamica non lineare
debba essere opportunamente linearizzata e resa
unitaria: all’interno delle descrizione à la Schrö-
dinger in termini di operatori differenziali, ciò
significa passare dalle soluzioni di una equazio-
ne di Hamilton-Jacobi per una funzione di fase
ad una descrizione in termini anche di una am-
piezza conservata con una opportuna equazione
di trasporto. Tale problema risulta naturalmente
non univoco, come si vede considerando che la
stessa funzione su T ∗Q è il simbolo di operatori
differenziali diversi.

5. La dinamica quantistica come
evoluzione unitaria su uno
spazio di Kähler

Come abbiamo visto nelle sezioni precedenti, la
meccanica quantistica è stata fondata su struttu-
re algebriche lineari. In questa sezione vogliamo
descrivere come l’evoluzione quantistica si possa
descrivere attraverso il formalismo della geome-
tria differenziale [27, 36, 37], e come all’interno
di questo formalismo l’equazione di Schrödinger
(presentata in (4)-(5)) si possa scrivere come un
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equazione differenziale ordinaria del primo or-
dine, ovvero come un campo vettoriale su una
opportuna varietàM , in modo analogo alla de-
scrizione classica di una evoluzione temporale.
La struttura geometrica 28 che permette ciò è un
tensore di Kähler suM . Tale tensore permette
di definire sia una struttura simplettica che una
strutturametrica Riemanniana (che vengono det-
te compatibili), e l’equazione di Schrödinger ri-
sulta unitaria, ovvero Hamiltoniana e di Killing
rispetto alla metrica. Lo scopo di questa sezione
è descrivere il modo attraverso cui una dinamica
si possa scrivere attraverso un campo vettoria-
le, su uno spazio eventualmente a dimensione
infinita, e che questo fornisce un quadro per lo
studio del limite classico.

Il primo passo di questa analisi è mostrare co-
me l’equazione di Schrödinger su uno spazio
di Hilbert a dimensione finita si possa scrivere
in termini di un campo vettoriale su uno spa-
zio vettoriale reale. Tale campo vettoriale risulta
unitario, nel senso che mostreremo.

Iniziamo pertanto considerando uno spazio
di Hilbert H ≃ CN a dimensione finita, in cui
denotiamo il prodotto scalare come ⟨z|z′⟩ e as-
sumiamo che tale prodotto scalare sia C-lineare
nel secondo argomento e C-antilineare nel pri-
mo. Se {ea}1,...,N è una base Hermitiana per H,
le componenti di z rispetto ad essa sono date da

⟨ea|z⟩ = qa + ipa,

con (qa, pa) ∈ R. Possiamo allora identificare
H = CN ≃ R2N ≃ HR con un sistema globale
di coordinate dato da (q, p). Visto che R2N è uno
spazio vettoriale, abbiamo TR2N ≃ R2N ×R2N e
possiamo scrivere il prodotto scalare Hermitiano
in forma reale come

⟨ ∂

∂qa
,
∂

∂qb
⟩ = ⟨ ∂

∂pa
,
∂

∂pb
⟩ = δab,

⟨ ∂

∂qa
,
∂

∂pb
⟩ = −⟨ ∂

∂pa
,
∂

∂qb
⟩ = iδab,

(63)

28Una interessante introduzione alla nozione di struttura
di Kähler e alla sua analisi nella descrizione di sistemi
fisici è in [38], a cui rimandiamo il lettore interessato.

ovvero come tensore

h = (dqa ⊗ dqa + dpa ⊗ dpa)

+ i (dqa ⊗ dpa − dpa ⊗ dqa)

= g + i ω (64)

su R2N . La parte reale g fornisce una metri-
ca Euclidea, la parte immaginaria ω la forma
simplettica canonica. Il tensore (1-1) dato da

J =
∂

∂pa
⊗ dqa − ∂

∂qa
⊗ dpa, (65)

soddisfa J2 = −1, e dà una struttura complessa
su HR compatibile sia con la struttura metrica
che con quella simplettica, poiché si ha

g(Ju, v) = ω(u, v),

g(Ju, Jv) = g(u, v),

ω(Ju, Jv) = ω(u, v)

(66)

per ogni coppia di campi vettoriali u, v suHR. Lo
spazio (HR, J,g, ω) è pertanto una varietà di Kä-
hler (vedi [?]), in cui J ha torsione nulla (è una
condizione di integrabilità globale) e struttura
simplettica ω. Se invece si adottano coordinate
za = qa + ipa e z̄a = qa − ipa si ha

g =
1

2
(dza ⊗ dz̄a + dz̄a ⊗ dza),

ω =
i

2
dza ∧ dz̄a,

J = i

(
∂

∂za
⊗ dza − ∂

∂z̄a
⊗ dz̄a

)
.

(67)

Le trasformazioni unitarie su H, ovvero quelle
lineari per cui la struttura Hermitiana h è inva-
riante, risultano date equivalentemente da una
delle intersezioni

U(N) = O(2N,R) ∩ Sp(2N,R)
= GL(N,C) ∩O(2N,R)
= Sp(2N,R) ∩GL(N,C), (68)

in cui il gruppo ortogonale è quello che lascia
invariata la metrica g, quello simplettico è quello
che lascia invariata la forma simplettica ω. Un
generico campo vettoriale lineare suR2N si scrive
come

XW = Wabxb∂a

(indicato con {xa}a=1,...,2N = (q, p) le coordinate
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globali su R2N) rispetto ad una matrice W ad
elementi in R. Esso genera un gruppo ad un
parametro di trasformazioni unitarie se e solo se
vale uno tra gli insiemi di condizioni equivalenti
dati da 29

• LXW
J = 0, e LXW

g = 0;

• LXW
J = 0, e LXW

ω = 0;

• LXW
g = 0, e LXW

ω = 0.

che corrispondono alle intersezioni in (68). Que-
ste condizioni sono realizzate se e solo se la
matriceW ∈ M2N,2N (R) si scrive come

W =

(
A B

−B A

)
con A = −AT , B = BT .

(69)
I corrispondenti campi vettoriali lineari XW so-
no detti Hermitiani: essi sono sia Hamiltoniani
rispetto alla forma simplettica ω che di Killing
rispetto alla metrica g. Ciò implica anche che
J risulti invariante lungo il flusso che generano.
La corrispondente funzione Hamiltoniana, ov-
vero la fW su R2N per cui iXW

ω = dfW risulta
quadratica, ovvero

fW (q, p)

=
1

2

(
qa pa

) (
Bab −Aab
Aab Bab

) (
qb
pb

)
=

1

2
z̄a(Hab)zb =

1

2
⟨z|H|z⟩

= fH(z, z̄) (70)

con H ∈ MN,N (C) data da H = B + iA =

H†. La dinamica unitaria data da XW (o
equivalentemente da XH) si può scrivere come

iℏ
dza
dt

= Habzb,

−iℏdz̄a
dt

= H̄abz̄b, (71)

pertanto possiamo identificare il settore olomor-
fo di C2N con R2N e osservare che una dina-
mica quantistica (ovvero una equazione à la
Schrödinger) sullo spazio vettoriale di Kähler
(H,h = g + iω) è data da tutti e soli i campi
vettoriali lineari Hermitiani su (HR, J,g, ω).
29L’operatore LXW indica la derivata di Lie di un tensore

lungo il campo LXW , ovvero la derivata di un tensore
lungo le curve integrali diXW .

La dinamica di Schrödinger (71) si può anche
scrivere in termini della parentesi di Poisson

Λ =
∂

∂qa
∧ ∂

∂pb
= −2i

∂

∂za
∧ ∂

∂z̄a
, (72)

corrispondente alla struttura simplettica ω. Si ha
infatti

q̇a =
1

ℏ
{qa, fW },

ṗa =
1

ℏ
{pa, fW } (73)

su H rispetto a coordinate reali (q, p) e una
matriceW che soddisfa (69) e

ża =
1

ℏ
{za, fH},

˙̄z =
1

ℏ
{z̄a, fH} (74)

rispetto a coordinate olomorfe, con H = H†. Co-
sì come il tensore di Poisson permette di associa-
re ad ogni funzione f su H un campo vettoria-
le Hamiltoniano Xf , anche la struttura metrica,
scritta in forma controvariante,

G =
∂

∂qa
⊗ ∂

∂qa
+

∂

∂pa
⊗ ∂

∂pa

= 2 (
∂

∂za
⊗ ∂

∂z̄a
+

∂

∂z̄a
⊗ ∂

∂za
) (75)

permette di associare ad ogni funzione f (come
in (46)) un campo gradiente ∇f su H, ed il pro-
dotto scalare tra essi si può scrivere come una pa-
rentesi simmetrica (come in (50)) che denotiamo
come

(f, f ′) = G(df, df ′). (76)
Consideriamo ora la corrispondenza, che amplia
la (70) data da

A 7→ fA(z, z̄) =
1

2
⟨z|A|z⟩. (77)

Essa risulta una biiezione tra l’insieme MN,N (C)
e l’insieme delle funzioni quadratiche nelle coor-
dinate lineari zz̄, z. Visto che sia il tensore di
Poisson che il tensore metrico (72)-(75) sono
omogenei di grado (−2), è immediato verificare
che

{fA, fB} = f−i[A,B] = −i f[A,B],

(fA, fB) = fAB+BA

(78)
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da cui si ha

fAB =
1

2
(fA, fB) +

i

2
{fA, fB}. (79)

Questa relazione mostra che le spazio vettoriale
delle funzioni quadratiche su H non è un’alge-
bra rispetto al prodotto puntuale, ma la corri-
spondenza (77) induce in essa una struttura di
prodotto non commutativo (bilineare) che rap-
presenta il prodotto non commutativo in Op(H),
in analogia al prodotto à la Moyal descritto pre-
cedentemente. Al commutatore in Op(H) corri-
sponde ancora una volta una struttura di Poisson,
al prodotto di Jordan corrisponde una struttura
metrica compatibile (nel senso di Kähler, vedi la
(66)) e pertanto equivalentemente una struttu-
ra complessa J . L’evoluzione quantistica, che è
lineare e unitaria, preserva i tensori g, ω, J.
La domanda naturale diviene ora se sia pos-

sibile descrivere questa dinamica sullo spazio
degli stati puri del sistema, ovvero sul proiettivo
complesso dato dal quoziente P(H) = H0/C0,
che non è più uno spazio lineare, ma una varietà.
Invero, è possibile dimostrare che tale quoziente
si può realizzare come base di un fibrato princi-
pale, le cui fibre sono le distribuzioni integrali
generate dai campi vettoriali∆ e Γ, dove

∆ = qa
∂

∂qa
+ pa

∂

∂pa

è il generatore infinitesimo del gruppo delle dila-
tazioni (il campodi Eulero) e codifica la presenza
di una struttura lineare su R2N , mentre Γ = J(∆)

è il generatore infinitesimo dell’azione del fattore
di fase da C come rotazione in R2N intorno ad
un punto fisso dato dallo zero. Tale quoziente
risulta ancora una varietà di Kähler. A partire 30

dai tensori Λ e G su H si osserva che i tensori

Λ̃ = ⟨z|z⟩Λ,
G̃ = ⟨z|z⟩G

non forniscono una struttura di Kähler suH, ma
sono proiettabili sul quoziente P(H), dove invero
forniscono l’inverso di una struttura simpletti-
30Un’analisi più completa di questa procedura di riduzione

è in [39, 40, 41]. Accanto ad essa, si dimostra la strut-
tura di Kähler si può indurre attraverso le proprietà di
una momentum map sul proiettivo complesso poichè
esso risulta un’orbita dall’azione simplettica del gruppo
unitario.

ca ω̃ e un tensore metrico g̃ globalmente com-
patibili 31, ovvero una struttura di Kähler. Una
funzione f : P(CN ) → R si dice Kähleriana
se il corrispondente campo vettoriale Hamilto-
niano Xf rispetto a ω̃ è anche di Killing rispet-
to alla metrica g̃ di Fubini-Study, una funzione
f : P(CN ) → C si dice Kähleriana se sono Kä-
hleriane sia la sua parte reale che la sua parte
immaginaria. In particolare, f risulta Kähleriana
se e solo se 32 esiste una matrice A ∈ MN,N (C)
per cui

f = eA =
⟨z|A|z⟩
⟨z|z⟩

. (80)

In particolare, il campo vettoriale unitario dato
daXH in (74) inH risulta anche esso proiettabile
suP(H), ovvero risulta una derivazione dell’alge-
bra delle funzioni su P(H). Non solo: esso risulta
unitario rispetto alla struttura di Kähler introdot-
ta in precedenza, e la sua Hamiltoniana risulta
la funzione eH/2. Le funzioni di Kähler forni-
scono un ulteriore esempio di rappresentazione
dell’algebra non commutativa delle matrici, con
un prodotto non commutativo dato da

eAB = eA ∗ eB
= eAeB +

1

2
[(eA, eB)g̃ + i{eA, eB}ω̃]

che risulta ancora una deformazione di quello
puntuale lungo il tensore metrico g̃ e la struttura
simplettica ω̃.

Questa descrizione si può estendere al caso in
cui dim H = ∞, come analizzato in dettaglio in
[42, 43, 44], se l’algebra non commutativa delle
matrici su C viene sostituita dall’algebra B(H)

degli operatori limitati su H. In particolare, si
può vedere che la struttura di commutatore sullo
spazio degli operatori è legato alla struttura di
Poisson rispetto a ω̃ sullo spazio degli stati puri.
L’evoluzione temporale (generata da un operato-
re Hamiltoniano H) dell’osservabile A ∈ B(H)

risulta nell’evoluzione temporale del suo valor
medio, ovvero della funzione Kähleriana eA. Ta-
le evoluzione è sia simplettica che di Killing sul

31In particolare, il tensore metrico che ne risulta coincide
con quello di Fubini-Study.

32Notiamo infatti che P(CN ) non è uno spazio vettoria-
le, e pertanto non esiste una definizione consistente di
funzioni lineari, o quadratiche.
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proiettivo complesso, e si scrive come

deA
dt

= − i

ℏ
e[A,H] = − i

ℏ
{eA, eH}ω̃. (81)

Questa relazione generalizza il teorema di Ehren-
fest, e descrive l’evoluzione quantistica in termini
di valor medi delle osservabili su uno spazio di
Kähler.

Prima di concludere questa sezione, osservia-
mo che la struttura metrica g̃ permette di descri-
vere le relazioni di indeterminazione, che nel
limite classico non sono presenti, così ritrovando
una analogia con l’analisi condotta all’interno
del formalismo à la Weyl-Wigner. Anche la strut-
tura complessa, la cui presenza in una geometria
di Kähler è equivalente a quella di una metrica
compatibile con la forma simplettica, subisce lo
stesso destino.

Conclusioni

In questa nota abbiamo provato a descrivere al-
cune questioni legate al problema della dequan-
tizzazione di un sistema quantistico. Abbiamo
presentato il formalismo à la Weyl-Wigner all’in-
terno del problema di circostanziare la forma
del principio di corrispondenza à la Dirac; ab-
biamo descritto la cosiddetta approssimazione
semiclassica (o di iconale) a partire dall’equa-
zione di Schrödinger al fine di analizzare come
si ottenga una classica non lineare a partire da
una descrizione quantistica lineare del moto di
un sistema. Al termine, abbiamo descritto la geo-
metria dello spazio degli stati puri di un sistema
quantistico, evidenziando che la dinamica quan-
tistica risulta naturalmente unitaria rispetto ad
una struttura di Kähler su uno spazio non linea-
re dato dal proiettivo complesso di uno spazio
di Hilbert complesso e separabile a dimensioni
infinita.

Chiudiamo questa nota con altre due questio-
ni, che meritano una ulteriore futura analisi. La
prima riguarda la possibilità di studiare come
un prodotto commutativo sorga come contrazio-
ne di un prodotto non commutativo, evolvendo
una idea descritta in [45], la cui origine poggia
sull’analisi di un esperimento di diffusione da
doppia fenditura di un sistema in cui la posizione
di una lastra di conduttore permette di definire
un opportuno parametro che fornisce una scala

per quantificare la classicalità (ovvero) la non
classicalità di un insieme di misure. La seconda
riguarda il problema di sviluppare una nozione
di integrabilità (nel sensi di Arnold - Liouville),
per una dinamica quantistica, visto che nel caso
classico una dinamica lineare e unitaria è sempre
completamente integrabile.
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